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•확률변수의변수변환

•적률과적률생성함수
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•의미

• 확률변수를변환하여얻어낼수있는함수의분포

• 둘이상의확률변수에대한확률분포를표현가능

• 𝑋는확률분포 𝑓(𝑥)인이산형확률변수이고, 𝑋와 𝑌사이에는
𝑌 = 𝑢(𝑋)인 1대 1 대응관계 (𝑤 𝑦 는 𝑦 = 𝑢 𝑥 를역변환)
• 𝑦 = 𝑢(𝑥)이고, 𝑥 = 𝑤(𝑦)를만족하는 (𝑥, 𝑦)는하나만존재

• 확률변수 X의함수인새로운확률변수 Y의확률분포

• 𝑔 𝑦 = 𝑃 𝑌 = 𝑦 = 𝑃 𝑋 = 𝑤 𝑦 = 𝑓[𝑤(𝑦)]

확률변수의변수변환
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•정리 7.1

• 조건

• 𝑋는확률분포가 𝑓(𝑥)인이산형확률변수

• 𝑋와 𝑌사이는 𝑌 = 𝑢(𝑋)인 1대1대응관계

• 𝑌의확률분포

• 𝑔 𝑦 = 𝑓[𝑤(𝑦)]

확률변수의변수변환
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•예제 7.1

• 𝑋의확률분포가 𝑓 𝑥 =
3

4
(
1

4
)𝑥−1, 𝑥 = 1,2,3, …인기하분포를

따를때, 𝑌 = 𝑋2의확률분포

• 𝑋가가질수있는값은모두양수이므로 𝑥값과 𝑦값사이에는
1대 1 대응관계가성립

• 따라서, 𝑦 = 𝑥2을 x에대해풀면 𝑥 = 𝑦 가되어

• 𝑔 𝑦 =  
𝑓 𝑦 =

3

4
(
1

4
) 𝑦−1, 𝑦 = 1,4,9, …

0,구간외

확률변수의변수변환
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•정리 7.2

• 의미

• 결합확률분포인이산형확률변수에대한변수변환

• 𝑌1 = 𝑢1(𝑋1, 𝑋2)와 𝑌2 = 𝑢2(𝑋1, 𝑋2)로정의되는새로운확률변
수 𝑌1, 𝑌2의결합확률분포

• 조건

• 𝑋1과 𝑋2는결합확률분포가 𝑓(𝑥1, 𝑥2)인이산형확률변수

• 𝑥1, 𝑥2 와 (𝑦1, 𝑦2)는서로 1대 1 대응하여식 𝑦1 = 𝑢1(𝑥1, 𝑥2)
와 𝑦2 = 𝑢2(𝑥1, 𝑥2)를 𝑥1과 𝑥2에대하여풀면유일하게,
𝑥1 = 𝑤1(𝑦1, 𝑦2)와 𝑥2 = 𝑤2(𝑦1, 𝑦2) 성립

• 식 - 𝑌1, 𝑌2의결합확률분포

• 𝑔 𝑦1, 𝑦2 = 𝑓[𝑤1 𝑦1, 𝑦2 , 𝑤2(𝑦1, 𝑦2)]

확률변수의변수변환
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•예제 7.2

• 𝑋1, 𝑋2는각각 𝜇1, 𝜇2의모수를가지는포아송분포를따르는
확률변수이며, 서로독립일때,
새로운확률변수 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2의확률분포

• 𝑋1과𝑋2가서로독립이므로, (단, 𝑥1 = 0,1,2, … , 𝑥2 = 0,1,2, … )

• 𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑓 𝑥1 𝑓 𝑥2 =
𝑒−𝑢1 𝑢1

𝑥1

𝑥1!

𝑒−𝑢2 𝑢2
𝑥2

𝑥2!
=

𝑒−(𝑢1+𝑢2)𝑢1
𝑥1𝑢2

𝑥2

𝑥1!𝑥2!

• 두번째확률변수 𝑌2 = 𝑋2로두고, 𝑌1, 𝑌2을역변환하면,
𝑥1 = 𝑦1 − 𝑦2, 𝑥2 = 𝑦2가되어정리를이용 𝑌1, 𝑌2의결합확률
분포는

• 𝑔 𝑦1, 𝑦2 =
𝑒− 𝜇1+𝜇2 𝜇1

𝑦1−𝑦2𝜇2
𝑦2

𝑦1−𝑦2 !𝑦2!
, (단, 𝑦1 = 0,1,2,… , 𝑦2 =

0,1,2,… , 𝑦1)

확률변수의변수변환
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•예제 7.2

• 𝑋1, 𝑋2는각각 𝑢1, 𝑢2의모수를갖는포아송분포를따르는확
률변수이며, 서로독립일때,
새로운확률변수 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2의확률분포

• 𝑥1 > 0이므로 𝑥1 = 𝑦1 − 𝑥2로부터 𝑥2즉, 𝑦2는 𝑦1보다작거나
같게되며, 𝑌1에대한주변확률분포를구하면

• ℎ 𝑦1 =  𝑦2=0
𝑦1 𝑔(𝑦1, 𝑦2) = 𝑒−(𝜇1+𝜇2)  𝑦2=0

𝑦1 𝜇1
𝑦1−𝑦2𝜇2

𝑦2

𝑦1−𝑦2 !𝑦2!

=
𝑒− 𝜇1+𝜇2

𝑦1!
 𝑦2=0

𝑦1 𝑦1!

𝑦2! 𝑦1−𝑦2 !
𝜇1

𝑦1−𝑦2𝜇2
𝑦2

=
𝑒− 𝜇1+𝜇2

𝑦1!
 𝑦2=0

𝑦1 𝑦1
𝑦2

𝜇1
𝑦1−𝑦2𝜇2

𝑦2

확률변수의변수변환
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•예제 7.2

• 𝑋1, 𝑋2는각각 𝑢1, 𝑢2의모수를갖는포아송분포를따르는확
률변수이며, 서로독립일때,
새로운확률변수 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2의확률분포

• 합의값은 𝜇1 + 𝜇2
𝑦1의이항전개와같으므로, 결과식은

•
𝑒− 𝜇1+𝜇2 𝜇1+𝜇2

𝑦1

𝑦1!
, 𝑦1 = 0,1,2, …

• 따라서모수가 𝑢1, 𝑢2인포아송분포를따르는서로독립인확
률변수의합은 (𝑢1 + 𝑢2)의모수를갖는포아송분포를따름

확률변수의변수변환
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•정리 7.3

• 의미

• 연속형확률변수에대한변수변환

• 𝑋가연속형확률변수일때, 새로운확률변수 𝑌 = 𝑢(𝑋)

• 조건

• 𝑋는 𝑓(𝑥)인연속형확률변수

• 𝑋와 𝑌는 𝑌 = 𝑢(𝑋)인 1대 1 대응관계가성립
• 관계식 𝑦 = 𝑢(𝑥)를 𝑥에대하여풀면, 유일하게 𝑥 = 𝑤(𝑦)

• 식

• 𝑔 𝑦 = 𝑓 𝑤 𝑦 |J|

• J = 𝑤′(𝑦)이며, 야코비안(Jacobian)이라고부름

확률변수의변수변환
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•정리 7.3

• 증명

• 𝑦 = 𝑢(𝑥)가증가함수이면, 𝑌가 𝑎와 𝑏사이에올때확률변수
𝑋는 𝑤(𝑎)와 𝑤(𝑏)사이에와야하므로, 𝑌가 𝑎와𝑏 사이에속할
확률은

• 𝑃 𝑎 < 𝑌 < 𝑏 = 𝑃 𝑤 𝑎 < 𝑋 < 𝑤 𝑏 =  𝑤(𝑎)

𝑤(𝑏)
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

• 적분변수 𝑥를 𝑦로변환하려면, 𝑥 = 𝑤 𝑦 의관계로부터
𝑑𝑥 = 𝑤′ 𝑦 𝑑𝑦를얻게되고, 적분식에대입하면

• 𝑃(𝑎 < 𝑌 < 𝑏) =  𝑎

𝑏
𝑓 𝑤 𝑦 𝑤′ 𝑦 𝑑𝑦

• 𝑌의확률분포 𝑔(𝑦)는
• 𝑔 𝑦 = 𝑓 𝑤 𝑦 𝑤′ 𝑦 = 𝑓[𝑤(𝑦)]J

• J=𝑤′ 𝑦 는증가함수 𝑦 = 𝑢(𝑥)의접선의기울기역수

확률변수의변수변환
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•예제 7.3

• 𝑋가연속형확률변수이고,확률분포 𝑓(𝑥)가다음과같을때,
확률변수 𝑌 = 2𝑋 − 3의확률분포

• 𝑓 𝑥 =  
12

𝑥
, 1 < 𝑥 < 5

0,구간외

• 𝑦 = 2𝑥 − 3을 𝑥에대해풀면 𝑥 =
𝑦+3

2
가되고,

J = 𝑤′ 𝑦 =
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1

2
이며, 정리를이용하여

• 𝑔 𝑦 =  
𝑦+3 /2

12

1

2
=

𝑦+3

48
, −1 < 𝑦 < 7

0,구간외

확률변수의변수변환
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•정리 7.4

• 조건

• 𝑋1, 𝑋1는결합확률분포가 𝑓(𝑥1, 𝑥2)인연속형확률변수

• (𝑥1, 𝑥2)와 (𝑦1, 𝑦2)는서로 1대 1 대응
• 𝑦1 = 𝑢1 𝑥1, 𝑥2 와 𝑦2 = 𝑢2(𝑥1, 𝑥2)를 𝑥1과 𝑥2에대하여풀면,
유일하게 𝑥1 = 𝑤1(𝑦1, 𝑦2)와 𝑥2 = 𝑤2(𝑦1, 𝑦2) 성립

• 식

• 𝑔 𝑦1, 𝑦2 = 𝑓 𝑤1 𝑦1, 𝑦2 ,𝑤2 𝑦1, 𝑦2 |J|

• J은 2 × 2 행렬식

• J=

∂𝑥1

∂𝑦1

∂𝑥1

∂𝑦2

∂𝑥2

∂𝑦1

∂𝑥2

∂𝑦2

확률변수의변수변환
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•예제 7.4

• 𝑋1, 𝑋2는연속형확률변수이고, 결합확률분포가다음과같
을때, 𝑌1 = 𝑋1

2, 𝑌2 = 𝑋1𝑋2의결합확률분포

• 𝑓 𝑥1, 𝑥2 =  
4𝑥1𝑥2, 0 < 𝑥1 < 1,0 < 𝑥2 < 1

0,구간외

• 𝑦1 = 𝑥1
2, 𝑦2 = 𝑥1𝑥2을각각 𝑥1, 𝑥2에대해풀면,

𝑥1 = 𝑦1, 𝑥2 =
𝑦2

𝑦1
이므로,

• 𝐽 =

1

2 𝑦1
0

−𝑦2

2𝑦1

3
2

1

𝑦1

=
1

2𝑦1

확률변수의변수변환
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•예제 7.4

• 𝑋1, 𝑋2는연속형확률변수이고, 결합확률분포가다음과같
을때, 𝑌1 = 𝑋1

2, 𝑌2 = 𝑋1𝑋2의결합확률분포

• 𝑥1𝑥2평면에서정의된점의집합 𝐴와대응된 𝑦1𝑦2평면에서정
의된점의집합 𝐵를구하기위해,
𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0 과 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1 로놓으면, 
𝑦1 = 0, 𝑦2 = 0 과 𝑦1 = 1, 𝑦2 = 𝑦1 또는, 𝑦2

2 = 𝑦1이므로,
1대 1 대응
• 𝐴 = 𝑥1, 𝑥2 0 < 𝑥1 < 1, 0 < 𝑥2 < 1}

• 𝐵 = 𝑦1, 𝑦2 𝑦2
2 < 𝑦1 < 1, 0 < 𝑦2 < 1}

• 정리를이용한 𝑌1, 𝑌2의결합확률분포

• 𝑔 𝑦1, 𝑦2 = 4 𝑦1
𝑦2

𝑦1

1

2𝑦1
=  

2𝑦2

𝑦1
, 𝑦2

2 < 𝑦1 < 1, 0 < 𝑦2 < 1

0,구간외

확률변수의변수변환
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•정리 7.5

• 1대 1 대응관계를만족하지못하는확률변수함수에대해,
1대 1 대응관계를갖는상호배반인영역으로분할가능한
경우의확률변수함수의확률분포

• 조건

• 𝑋는확률분포 𝑓(𝑥)를갖는연속형확률변수

• 𝑌 = 𝑢(𝑋)로변수변환을할때, X와 Y가 1대 1 대응관계를
만족하지못함

• 𝑦 = 𝑢(𝑥)와 𝑘개의역함수 𝑥1 = 𝑤1 𝑦 , 𝑥2 = 𝑤2 𝑦 , … , 𝑥𝑘 =
𝑤𝑘(𝑦)가각각 1대 1 대응관계를가지도록 𝑋의영역을 𝑘개의
상호배반인영역으로분할가능

확률변수의변수변환
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•정리 7.5

• 식 - 𝑌의확률분포

• 𝑔 𝑦 =  𝑖=1
𝑘 𝑓 𝑤𝑖 𝑦 𝐽𝑖

• 단, 𝐽𝑖 = 𝑤𝑖
′ 𝑦 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘

확률변수의변수변환
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•예제 7.5

• 𝑋가평균이 𝜇, 분산이𝜎2인정규분포를따를때,
𝑌 = (𝑋 − 𝜇)2/𝜎2 은자유도 1인카이제곱분포임을증명

• 𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
로두면, 𝑍는표준정규분포를따르므로,

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒

−𝑧2

2 , −∞ < 𝑧 < ∞

• 𝑌 =
𝑋−𝜇 2

𝜎2 이되므로 𝑦 = 𝑧2을 𝑧에대해풀면 𝑧 = ± 𝑦이고,

𝑧1, 𝑧2가각각 𝑧1 = − 𝑦, 𝑧2 = 𝑦 이면, 𝐽1 = −
1

2 𝑦
, 𝐽2 =

1

2 𝑦
이

므로,

𝑔 𝑦 =
1

2𝜋
𝑒−

𝑦
2 −

1

2 𝑦
+

1

2𝜋
𝑒−

𝑦
2

1

2 𝑦
=

1

2𝜋
𝑦

1
2
−1𝑒−

𝑦
2 , 𝑦 > 0

확률변수의변수변환
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•예제 7.5

• 𝑋가평균이 𝜇, 분산이𝜎2인정규분포를따를때,
𝑌 = (𝑋 − 𝜇)2/𝜎2 은자유도 1인카이제곱분포임을증명

• 𝑔(𝑦)는확률밀도함수이므로

1 =
1

2𝜋
 
0

∞

𝑦
1
2−1𝑒−

𝑦
2 𝑑𝑦 =

Γ
1
2
𝜋

 
0

∞ 𝑦
1
2−1𝑒−

𝑦
2

2Γ
1
2

𝑑𝑦 =
Γ

1
2
𝜋

• 적분값은 𝛼 =
1

2
, 𝛽 = 2 인감마분포의면적이며, 𝜋 = Γ

1

2
이므로, 𝑌의확률분포는자유도 1인카이제곱분포

𝑔 𝑦 =

1

2Γ
1
2

𝑦
1
2−1𝑒−

𝑦
2 , 𝑦 > 0

0,구간외

확률변수의변수변환
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•의미

• 적률생성함수(Moment Generating Function)은
적률(Moment)를 구하기위한함수

• 궁극적목표는확률변수함수의분포를구함

•적률정의

• 확률변수 𝑋의원점에대한 𝒓차(𝑟th Moment About the Origin)

적률 𝜇𝑟
′

• 𝜇𝑟
′ = 𝐸 𝑋𝑟 =  

 𝑥 𝑥𝑟𝑓(𝑥) , 𝑋가이산형인경우

 −∞

∞
𝑥𝑟𝑓 𝑥 𝑑𝑥 , 𝑋가연속형인경우

적률과적률생성함수



Protocol Engineering Lab., Sangmyung UniversityProbability & Statistics for Engineers & Scientists 21

•적률생성함수정의

• 확률변수 𝑋의적률생성함수 𝐸(𝑒𝑡𝑋)를 𝑀𝑋 𝑡 로표기하면,

• 𝑀𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 =  
 𝑥 𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥) , 𝑋가이산형인경우

 −∞

∞
𝑒𝑡𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑋가연속형인경우

• 정리 7.6

• 확률변수 𝑋의적률생성함수를 𝑀𝑋(𝑡)라하면

•  
𝑑𝑟𝑀𝑋(𝑡)

𝑑𝑡𝑟
𝑡=0

= 𝜇𝑟
′

적률과적률생성함수
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•예제 7.6

• 확률변수 𝑋가이항분포를따를때 𝑋의적률생성함수를구
하고, 이를이용하여 𝜇 = 𝑛𝑝, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞가됨을증명

• 정의로부터,

• 𝑀𝑋 𝑡 =  𝑥=0
𝑛 𝑒𝑡𝑥 𝑛

𝑥
𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 =  𝑥=0

𝑛 𝑛
𝑥

(𝑝𝑒𝑡)𝑥𝑞𝑛−𝑥

• 이항전개식 (𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛 을이용

•
𝑑𝑀𝑋(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑛(𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛−1𝑝𝑒𝑡

• 그리고

•
𝑑2𝑀𝑋 𝑡

𝑑𝑡2 = 𝑛𝑝[𝑒𝑡 𝑛 − 1 𝑝𝑒𝑡 + 𝑞 𝑛−2𝑝𝑒𝑡 + (𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛−1𝑒𝑡]

적률과적률생성함수
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•예제 7.6

• 확률변수 𝑋가이항분포를따를때 𝑋의적률생성함수를구
하고, 이를이용하여 𝜇 = 𝑛𝑝, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞가됨을증명

• 미분된두식에 𝑡 = 0을대입하면
• 𝜇1

′ = 𝑛𝑝, 𝜇2
′ = 𝑛𝑝[ 𝑛 − 1 𝑝 + 1]

• 따라서
• 𝜇 = 𝜇1

′ = 𝑛𝑝

• 𝜎2 = 𝜇2
′ − 𝜇2 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝 = 𝑛𝑝𝑞

적률과적률생성함수
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•예제 7.7

• 확률변수 𝑋가평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인정규분포를따를때, 

𝑋의적률생성함수는 𝑀𝑋 𝑡 = exp 𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2 임을유도

• 정의로부터,

𝑀𝑋 𝑡 =  
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥
1

2𝜋𝜎
exp −

1

2

𝑥 − 𝜇

𝜎

2

𝑑𝑥

=  
−∞

∞ 1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥2 − 2 𝜇 + 𝑡𝜎2 𝑥 + 𝜇2

2𝜎2
𝑑𝑥

• 𝑥2 − 2 𝜇 + 𝑡𝜎2 𝑥 + 𝜇2 = 𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 2 − 2𝜇𝑡𝜎2 − 𝑡2𝜎4로
두면,

𝑀𝑋 𝑡 =  
−∞

∞ 1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 2 − 2𝜇𝑡𝜎2 − 𝑡2𝜎4

2𝜎2 𝑑𝑥

적률과적률생성함수
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•예제 7.7

• 확률변수 𝑋가평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인정규분포를따를때, 

𝑋의적률생성함수는 𝑀𝑋 𝑡 = exp 𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2 임을유도

• 𝑥2 − 2 𝜇 + 𝑡𝜎2 𝑥 + 𝜇2 = 𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 2 − 2𝜇𝑡𝜎2 − 𝑡2𝜎4로
두면,

= exp
2𝜇𝑡 + 𝜎2𝑡2

2
 
−∞

∞ 1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 2

2𝜎2
𝑑𝑥

• 여기서 𝑤 =
𝑥− 𝜇+𝑡𝜎2

𝜎
로치환하면, 𝑑𝑥 = 𝜎𝑑𝑤이므로

𝑀𝑋 𝑡 = exp 𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2  

−∞

∞ 1

2𝜋𝜎
𝑒−𝑤2

𝑑𝑤

적률과적률생성함수
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•예제 7.7

• 확률변수 𝑋가평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인정규분포를따를때, 

𝑋의적률생성함수는 𝑀𝑋 𝑡 = exp 𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2 임을유도

• 적분부분이표준정규분포의면적으로 1값이됨따라서,

𝑀𝑋 𝑡 = exp 𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2

적률과적률생성함수
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•정리 7.7 – 유일성정리

• 두확률변수 𝑋와 𝑌의적률생성함수가각각𝑀𝑋 𝑡 , 𝑀𝑌 𝑡 일
때,모든 𝑡값에대해𝑀𝑋 𝑡 = 𝑀𝑌(𝑡)이면 𝑋와 𝑌는같은
확률분포

•정리 7.8

• 𝑀𝑋+𝑎 𝑡 , = 𝑒𝑎𝑡𝑀𝑋(𝑡)

•정리 7.9

• 𝑀𝑎𝑋 𝑡 = 𝑀𝑋(𝑎𝑡)

적률과적률생성함수
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•정리 7.10

• 확률변수 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛이서로독립이며, 각각의적률생성함
수가 𝑀𝑋1

𝑡 , 𝑀𝑋2
𝑡 , … , 𝑀𝑋𝑛

(𝑡)이고, 𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛

이면, 𝑌의적률생성함수는 𝑀𝑌 𝑡 = 𝑀𝑋1
𝑡 𝑀𝑋2

… 𝑀𝑋𝑛
(𝑡)

적률과적률생성함수
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