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•변수변환(Transformation)

• 확률변수 𝑋의 확률분포를 이용하여확률변수 𝑌의 
확률분포를 얻기 위해 사용하는 개념

• 필요성
• 복잡한 분포를 단순한 형태로 변환하는 데 사용

• e.g., 𝑋를 평균과 표준편차로 표준화 시키는 경우(𝑌 =
𝑋−𝜇

𝜎
)

• 실험 데이터를 변환하여 이론적인 모델과 비교하는 데 사용
• e.g., 패킷 전송 시간 데이터를 변환하여 정규분포에 가깝게 
만들어 이론 모델과 비교

• 시스템의 정확도를 높이는 데에 사용
• e.g., 보안 이벤트 데이터를 변환하여 이상 행위 패턴을 정확하게 
분석함

확률변수의 변수변환
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•이산형 확률변수의 변수변환

• 𝑋와 𝑌가 1 대 1 대응하는 경우

확률변수의 변수변환

𝑋는 확률분포가 𝑓(𝑥)인 이산형 확률변수이고, 𝑋와 𝑌사이에는 𝑌 = 𝑢(𝑥)라는 1대 1 

대응관계가 성립하여 관계식 y = 𝑢(𝑥)를 𝑥에 대하여 풀면 유일하게 𝑥 = 𝑤(𝑦)로 될 때, 

𝑌의 확률분포는 

가 된다.

정리 7.1

𝑔(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)]
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•예제 7.1

확률변수의 변수변환

𝑋의 확률분포가 𝑓 𝑥 =
3

4
(
1

4
)𝑥−1, 𝑥 = 1, 2, 3,⋯ 인 기하분포를 따를 때, 𝑌 = 𝑋2의 

확률분포를 구하라

• 성공 확률: 
3

4
, 실패 확률: 

1

4

• 𝑋가 가질 수 있는 값은 모두 양수이므로 𝑥값과 𝑦값 사이에는 1 대 1 대응 관계가 성립

• 따라서, 𝑦 = 𝑥2을 𝑥에 대해 풀면 𝑥 = 𝑦가 됨에 따라 다음의 확률분포를 구할 수 있다.

𝑔 𝑦 = ቐ𝑓 𝑦 =
3

4
(
1

4
) 𝑦−1, 𝑦 = 1, 4, 9,⋯

0, 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

<그림 1-1> 변환 전 기하분포 <그림 1-2> 변환 후 기하분포
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•이산형 확률변수의 변수변환

• (𝑥1, 𝑥2)와 (𝑦1, 𝑦2)가 1 대 1 대응하는 경우

확률변수의 변수변환

𝑋1과 𝑋2는 결합확률분포가 𝑓(𝑥1, 𝑥2)인 이산형 확률변수이고,(𝑥1, 𝑥2)와 (𝑦1, 𝑦2)는 서로 

1대 1로 대응하여 식 𝑦1 = 𝑢1(𝑥1, 𝑥2)와 𝑦2 = 𝑢2(𝑥1, 𝑥2)를 𝑥1과 𝑥2에 대하여 풀면 유일

하게 𝑥1 = 𝑤1(𝑦1, 𝑦2)와 𝑥2 = 𝑤2(𝑦1, 𝑦2)로 될 때, 𝑌1 = 𝑢1(𝑋1, 𝑋2)와 𝑌2 = 𝑢2(𝑋1, 𝑋2)라고 

정의되는 새로운 확률변수 𝑌1과 𝑌2의 결합확률분포는 

가 된다.

정리 7.2

𝑔(𝑦1, 𝑦2) = 𝑓[𝑤1 𝑦1, 𝑦2 , 𝑤2(𝑦1, 𝑦2)]
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•예제 7.2 (1/2)

확률변수의 변수변환

𝑋1과 𝑋2는 각각 𝜇1, 𝜇2의 모수를 가지는 포아송 분포를 따르는 확률변수로서 서로 

독립일 때, 새로운 확률변수 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2의 확률분포를 구하라.

• 𝑋1과 𝑋2가 서로 독립이므로, 

• 두 번째의 확률변수를 𝑌2 = 𝑋2라 하자. 𝑌1과 𝑌2를역변환하면 𝑥1 = 𝑦1 − 𝑦2, 𝑥2 = 𝑦2가 

되므로 정리 7.2를 이용하여 𝑌1과 𝑌2의 결합확률분포를 구하면다음의 식이 된다.

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = 𝑓 𝑥1 𝑓 𝑥2 =
𝑒−𝜇1𝜇1

𝑥1

𝑥1!

𝑒−𝜇2𝜇2
𝑥2

𝑥2!
=
𝑒−(𝜇1+𝜇2)𝜇1

𝑥1𝜇2
𝑥2

𝑥1! 𝑥2!

단, 𝑥1 = 0,1,2, … , 𝑥2 = 0,1,2, …

𝑔 𝑦1, 𝑦2 =
𝑒−(𝜇1+𝜇2)𝜇1

𝑦1−𝑦2𝜇2
𝑦2

(𝑦1 − 𝑦2)! 𝑦2!

단, y1 = 0,1,2, … , y2 = 0,1,2, …, y1
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•예제 7.2 (2/2)

확률변수의 변수변환

𝑋1과 𝑋2는 각각 𝜇1, 𝜇2의 모수를 가지는 포아송 분포를 따르는 확률변수로서 서로 

독립일 때, 새로운 확률변수 𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2의 확률분포를 구하라.

• 따라서, 𝑌1에 대한 주변확률분포를 구하면

• 합의 값은 (𝜇1+𝜇2)
𝑦1의 이항전개와 같으므로, 결과식은 다음과 같다.

• 즉, 모수가 𝜇1과 𝜇2인 포아송 분포를 따르는 서로 독립인 두 확률변수의 합은 (𝜇1+𝜇2)의 

모수를 가지는 포아송 분포를 따른다.

ℎ 𝑦1 = ෍

𝑦2=0

𝑦1

𝑔(𝑦1, 𝑦2) = 𝑒−(𝜇1+𝜇2) ෍

𝑦2=0

𝑦1
𝜇1

𝑦1−𝑦2𝜇2
𝑦2

(𝑦1 − 𝑦2)! 𝑦2!

=
𝑒−(𝜇1+𝜇2)

𝑦1!
෍

𝑦2=0

𝑦1
𝑦1

(𝑦1 − 𝑦2)! 𝑦2!
𝜇1

𝑦1−𝑦2𝜇2
𝑦2

=
𝑒−(𝜇1+𝜇2)

𝑦1!
෍

𝑦2=0

𝑦1
𝑦1
𝑦2

𝜇1
𝑦1−𝑦2𝜇2

𝑦2

ℎ 𝑦1 =
𝑒−(𝜇1+𝜇2)(𝜇1+𝜇2)

𝑦1

𝑦1!
, 𝑦1 = 0,1,2,…
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•연속형 확률변수의 변수변환

• 𝑋와 𝑌가 1 대 1 대응하는 경우

확률변수의 변수변환

𝑋는 확률분포가 𝑓(𝑥)인 연속형 확률변수이고, 𝑋와 𝑌사이에는 𝑌 = 𝑢(𝑥)라는 1대 1 

대응관계가 성립하여 관계식 y = 𝑢(𝑥)를 𝑥에 대하여 풀면 유일하게 𝑥 = 𝑤(𝑦)로 될 때, 

𝑌의 확률분포는 

가 된다. 여기서 𝐽 =
ⅆ𝑥

ⅆ𝑦
= 𝑤′(𝑦)이며, 이를 야코비안(Jacobian)이라고 부른다.

정리 7.3

𝑔(𝑦) = 𝑓[𝑤(𝑦)] 𝐽
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•연속형 확률변수의 변수변환

확률변수의 변수변환

𝑦 = 𝑢(𝑥)가 증가함수라면, 𝑌가 𝑎와 𝑏 사이에 올 때, 확률변수 𝑋는 𝑤(𝑎)와 𝑤(𝑏) 사이에 와

야 하므로, 𝑌가 𝑎와 𝑏사이에 속할 확률

적분변수 𝑥를 𝑦로 변환시키려면 𝑥 = 𝑤(𝑦)의 관계로부터 ⅆ𝑥 = 𝑤′(𝑦) ⅆ𝑦를 얻게 되고, 이를 

적분식에 대입하면

적분값은 𝑦의 범위 안에서 𝑎 < 𝑏인 각각의 경우의 구하고자 하는 확률 값이 되므로,

따라서 𝑌의 확률분포 𝑔(𝑦)는

𝑃 𝑎 < 𝑌 < 𝑏 = 𝑃[𝑤 𝑎 < 𝑋 < 𝑤 𝑏 ] = න
𝑤(a)

𝑤(𝑏)

𝑓 𝑥 ⅆ𝑥

𝑃 𝑎 < 𝑌 < 𝑏 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑤 𝑦 𝑤′(𝑦) ⅆ𝑦

𝑔 𝑦 = 𝑓 𝑤 𝑦 𝑤′ 𝑦 = 𝑓 𝑤 𝑦 𝐽

증명

a

b

w(a) w(b)

y=u(x)

x

y

<그림 2-1> 증가함수 적분 예시
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•예제 7.3

확률변수의 변수변환

𝑋가연속형 확률변수이고 확률분포 𝑓 𝑥 가 다음과 같을 때, 확률변수 𝑌 = 2𝑋 − 3의  

확률분포를 구하라

• 𝑦 = 2𝑥 − 3을 𝑥에대해 풀면 𝑥 =
(𝑦+3)

2
가되고, 𝐽 = 𝑤’(𝑦) =

ⅆ𝑥

ⅆ𝑦
=

1

2
이 된다.

• 따라서, 정리 7.3을 이용하면 다음의 확률분포가 된다.

𝑓(𝑥) = ቐ

𝑥

12
, 1 < 𝑋 < 5

0, 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝑔 𝑦 = ൞

(𝑦 + 3)/2

12

1

2
=
y + 3

48
, −1 < y < 7

0, 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

<그림 3-1> 𝑌 = 2𝑋 − 3의  확률분포
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•연속형 확률변수의 변수변환

• (𝑥1, 𝑥2)와 (𝑦1, 𝑦2)가 1 대 1 대응하는 경우

확률변수의 변수변환

𝑋1과 𝑋2는 결합확률분포가 𝑓(𝑥1, 𝑥2)인 연속형 확률변수이고,(𝑥1, 𝑥2)와 (𝑦1, 𝑦2)는 

서로 1대 1로 대응하여 식 𝑦1 = 𝑢1(𝑥1, 𝑥2)와 𝑦2 = 𝑢2(𝑥1, 𝑥2)를 𝑥1과 𝑥2에 대하여 풀면 

유일하게 𝑥1 = 𝑤1(𝑦1, 𝑦2)와 𝑥2 = 𝑤2(𝑦1, 𝑦2)로 될 때, 𝑌1과 𝑌2의 결합확률분포는 

가 된다. 여기서 𝐽는 2 × 2행렬식으로서

이다.

정리 7.4

𝑔(𝑦1, 𝑦2) = 𝑓[𝑤1 𝑦1, 𝑦2 , 𝑤2(𝑦1, 𝑦2)] 𝐽

𝐽 =

𝜕𝑥1
𝜕𝑦1

𝜕𝑥1
𝜕𝑦2

𝜕𝑥2
𝜕𝑦1

𝜕𝑥2
𝜕𝑦2
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• y1 = 𝑥1
2과 y2 = 𝑥1𝑥2를 각각 𝑥1, 𝑥2에대해 풀면 𝑥1 = y1과 𝑥2 =

y2

y1
되고, 

• 𝑥1𝑥2평면에서 정의된 점의 집합 𝐴와 대응된 𝑦1𝑦2평면에서 정의된 점의 집합 𝐵를 구하기 

위해, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0, 𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1로 놓으면, 집합 𝐴의 경계선은 y1 = 0, y2 = 0, y1 = 1,
y2 = y1 또는 y2

2 = y1 이므로, 1 대 1 대응이 된다.

• 𝐴 = {(𝑥1, 𝑥2)|0 < 𝑥1 < 1, 0 < 𝑥2 < 1}
• 𝐵 = {(𝑦1, 𝑦2)|𝑦2

2 < 𝑦1 < 1, 0 < 𝑦2 < 1}

•예제 7.4 (1/2)

확률변수의 변수변환

𝑋1과 𝑋2는 연속형 확률변수이고 결합확률분포가 다음과 같을 때,𝑌1 = 𝑋1
2과

𝑌2 = 𝑋1𝑋2의  결합확률분포를 구하라

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = ቊ
4𝑥1𝑥2, 0 < 𝑥1 < 1, 0 < 𝑥2 < 1

0, 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝐽 =

1

2 𝑦1
0

−
𝑦2

2𝑦1
Τ3 2

1

𝑦1

=
1

2𝑦1

𝑥1

A

𝑥 1
=
0

𝑥2

𝑥2 = 0

𝑥 1
=
1

𝑥2 = 1

𝑦 1
=
0

𝑦1

𝑦2

𝑦2 = 0

B

𝑦 1
=
1

<그림 4-1> A 평면 <그림 4-2> B 평면
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•예제 7.4 (2/2)

확률변수의 변수변환

𝑋1과 𝑋2는 연속형 확률변수이고 결합확률분포가 다음과 같을 때,𝑌1 = 𝑋1
2과

𝑌2 = 𝑋1𝑋2의  결합확률분포를 구하라

• 따라서, 정리 7.4에 의해 𝑌1 과 𝑌2 의 결합확률분포는 다음과 같다. 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = ቊ
4𝑥1𝑥2, 0 < 𝑥1 < 1, 0 < 𝑥2 < 1

0, 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝑔 𝑦1, 𝑦2 = 4( 𝑦1)
y2
𝑦1

1

2y1
= ൞

2y2
y1

, 𝑦2
2 < 𝑦1 < 1, 0 < 𝑦2 < 1

0, otherwise

<그림 4-3> 𝑌1 과 𝑌2 의 결합확률분포



Haneul Lee, Protocol Engineering Lab.확률 및 통계학 16

•연속형 확률변수의 변수변환

• 𝑋와 𝑌가 1 대 1 대응관계가 아닌 경우

확률변수의 변수변환

𝑋는 확률분포가 𝑓(𝑥)를 가지는 연속형 확률변수이고, 𝑌 = 𝑢(𝑥)로 변수변환을 하려고 

할 때 𝑋와 𝑌가 1대 1 대응관계를 만족하지 못한다고 하자. 이 경우 만일 𝑌 = 𝑢(𝑥)와 𝑘개
의 역함수 𝑥1 = 𝑤1 𝑦 ,𝑥2 = 𝑤2 𝑦 ,⋯ ,𝑥𝑘 = 𝑤𝑘(𝑦)가 각각 1대 1 대응관계를 가지도록 𝑋의
영역을 𝑘개의 서로 배반인 영역으로 분할시킬 수 있다면, 𝑌의 확률분포는

가 된다. 단, 𝐽𝑖 = 𝑤′𝑖 𝑦 , 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑘이다.

정리 7.5

𝑔(𝑦) =෍

𝑖=1

𝑘

𝑓[𝑤𝑖(𝑦)] 𝐽𝑖
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•예제 7.5 (1/2)

확률변수의 변수변환

𝑋가 평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인 정규분포를 따를 때, 𝑌 = (𝑋 − 𝜇)2/𝜎2은 자유도 1인 

카이제곱분포를 따름을 증명하라.

• 𝑍 = (𝑋 − 𝜇)/𝜎라 놓으면, 𝑍는 표준정규분포를 따르게 되므로 아래의 식이 된다.

• 𝑌 = (𝑋 − 𝜇)2/𝜎2이되므로 𝑦 = 𝑧2을 𝑧에 대해 풀면 𝑧 = ± 𝑦가 된다.

• 만일 𝑧1과 𝑧2를 각각 𝑧1 = − 𝑦, 𝑧2 = 𝑦라 하면, 𝐽1 = −1/2 𝑦가 되고, 𝐽2 = 1/2 𝑦가 됨에 

따라 정리 7.5를 이용하면 다음과 같은식이 된다.

𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒−𝑧

2/2, −∞ < 𝑧 < ∞

𝑔 𝑦 =
1

2𝜋
𝑒−𝑦/2

−1

2 𝑦
+

1

2𝜋
𝑒−𝑦/2

1

2 𝑦
=

1

2𝜋
𝑦
1
2
−1𝑒

−𝑦
2 , 𝑦 > 0
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•예제 7.5 (2/2)

확률변수의 변수변환

𝑋가 평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인 정규분포를 따를 때, 𝑌 = (𝑋 − 𝜇)2/𝜎2은 자유도 1인 

카이제곱분포를 따름을 증명하라.

• 𝑔 𝑦 는 확률밀도함수이므로아래의 식이 된다.

• 적분값은 𝛼 =
1

2
, 𝛽 = 2인 감마분포의 면적이 된다. 또한 𝜋 = 𝜏(

1

2
)이므로 확률분포는 자유

도 1인 카이제곱분포를 따른다.

1 =
1

2𝜋
න
0

∞

𝑦
1
2
−1𝑒

−𝑦
2 ⅆ𝑦 =

𝜏(
1
2
)

𝜋
න
0

∞ 𝑦
1
2
−1𝑒

−𝑦
2

2𝜏(
1
2
)
ⅆ𝑦 =

𝜏(
1
2
)

𝜋

𝑔 𝑦 =

𝑦
1
2
−1𝑒

−𝑦
2

2𝜏(
1
2
)
, 𝑦 > 0

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

<그림 5-1>𝑌 = (𝑋 − 𝜇)2/𝜎2그래프
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•확률변수의 변수변환

•적률과 적률생성함수

목차
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•적률(Moment)

• 물리학적 정의
• 어떤 축을 중심으로 회전하려고 하는 힘(돌림힘)

• 수학적 정의
• 확률변수의 특징을 이해하기 위한 값

적률과 적률생성함수

지렛대 위에 질량이 ‘분포’해 있다고 가정할 때, 질량을 ‘확률’로 생각하면, 위의 
그림은 이산확률분포가 됨

𝑚2

𝑚3𝑚1 𝑚4

𝑚5

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5
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•적률(Moment)

• 1차적률 =평균 = 𝜇′ = 𝜇 = 𝐸(𝑋)
• 2차중심적률 =분산 = 𝜇2 = 𝐸 𝑋 − 𝜇 2 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋

• 3차표준화적률 =왜도 = 𝜇3 =
𝐸 𝑋−𝜇 3

𝜎3
= 𝛾1

• 4차표준화적률 =첨도 = 𝜇4 =
𝐸 𝑋−𝜇 4

𝜎4
= 𝐾𝑢𝑟𝑡(𝑋)

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋의 원점에 대한 𝑟차 적률 𝜇′𝑟은

이다.

정의 7.1

𝜇′𝑟 = 𝐸 𝑋𝑟 =

෍

𝑥

𝑥𝑟𝑓 𝑥 , 𝑋가이산형인경우

න
−∞

∞

𝑥𝑟𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 , 𝑋가연속형인경우
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•적률(Moment)

• 왜도(Skewness): 평균을 중심으로 데이터의 비대칭 정도를 
나타내는 지표

• 변수변환을 통한 왜도 제거
• 변환 전 왜도: 12.1951

• 변환 후 왜도: -0.1379

적률과 적률생성함수

<그림 6-1> 왜도 제거 전 확률분포 <그림 6-2> 왜도 제거 후 확률분포
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•적률(Moment)

• 첨도(Kurtosis): 데이터의 몰려 있는 정도(뾰족한 정도)를 
나타내는 지표

• 변수변환을 통한 첨도 제거
• 변환 전 첨도: 8.7221

• 변환 후 첨도: 3.1462

적률과 적률생성함수

<그림 7-1> 첨도 제거 전 확률분포 <그림 7-2> 첨도 제거 후 확률분포
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•적률생성함수(MGF, Moment Generating Function)

• 적률생성함수를 생성했을 때, 적분 가능한 함수인 경우에만 
사용 가능

• 필요성
• 확률분포의 특성(평균, 분산, 왜도, 첨도)을 쉽게 파악 가능

• 결합확률분포를 쉽게 파악 가능

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋의 적률생성함수 𝐸(𝑒𝑡𝑥)를 𝑀𝑥(𝑡)로 표기하면,

이다.

정의 7.2

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 =

෍

𝑥

𝑒𝑡𝑥𝑓 𝑥 , 𝑋가이산형인경우

න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 , 𝑋가연속형인경우
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•적률생성함수(MGF, Moment Generating Function)

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋의 적률생성함수를 𝑀𝑥(𝑡)라 하면,

이 된다.

정리 7.6

ቤ
ⅆ𝑟𝑀𝑥(𝑡)

ⅆ𝑡𝑟 𝑡 = 0
= 𝜇′𝑟

𝑀𝑥(𝑡)를 이산형인 경우와 연속형인 경우 각각 𝑡에 대해 r번 미분하면

가 된다. 여기서 𝑡 = 0을 대입하면 두 경우 모두 𝐸 𝑋𝑟 = 𝜇′𝑟이 된다.

ⅆ𝑟𝑀𝑥(𝑡)

ⅆ𝑡𝑟
=

෍

𝑥

𝑥𝑟𝑒𝑡𝑥𝑓 𝑥 , 𝑋가이산형인경우

න
−∞

∞

𝑥𝑟𝑒𝑡𝑥𝑓 𝑥 ⅆ𝑥 , 𝑋가연속형인경우

증명
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•예제 7.6 (1/2)

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋가 이항분포를 따를 때, 𝑋의 적률생성함수를 구하고, 이를 이용하여 𝜇 =
𝑛𝑝, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞가 됨을 증명하라.

• 정의 7.2로부터다음의 식이 된다.

• 이항전개식 (𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛 을 이용하면

• 따라서

• 그리고

𝑀𝑥(𝑡) = ෍

𝑥=0

𝑛

𝑒𝑡𝑥
𝑛

𝑥
𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 = ෍

𝑥=0

𝑛
𝑛

𝑥
(𝑝𝑒𝑡)𝑥𝑞𝑛−𝑥

𝑀𝑥(𝑡) = (𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛

ⅆ2𝑀𝑥(𝑡)

ⅆ𝑡2
= np[𝑒𝑡(n − 1)(𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛−2𝑝𝑒𝑡 + (𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛−1𝑒𝑡]

ⅆ𝑀𝑥(𝑡)

ⅆ𝑡
= 𝑛(𝑝𝑒𝑡 + 𝑞)𝑛−1𝑝𝑒𝑡
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•예제 7.6 (2/2)

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋가 이항분포를 따를 때, 𝑋의 적률생성함수를 구하고, 이를 이용하여 𝜇 =
𝑛𝑝, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞가 됨을 증명하라.

• 미분된 두 식에 𝑡 = 0을 대입하면

이 되므로,

• 따라서, 𝜇 = 𝑛𝑝, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞가 된다. 

𝜇1
′ = 𝑛𝑝, 𝜇2

′ = 𝑛𝑝[ 𝑛 − 1 𝑝 + 1]

𝜇 = 𝜇1
′ = 𝑛𝑝

𝜎2 = 𝜇2
′ − 𝜇2 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝 = 𝑛𝑝𝑞



Haneul Lee, Protocol Engineering Lab.확률 및 통계학 28

•예제 7.7 (1/2)

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋가 평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인 정규분포를 따를 때, 𝑋의 적률생성함수는 

𝑀𝑥(𝑡) = exp(𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2)이 됨을 유도하라.

• 정의 7.2로부터

• 이제 𝑥2 − 2 𝜇 + 𝑡𝜎2 𝑥 + 𝜇2 = 𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 2 − 2𝜇𝑡𝜎2 − 𝑡2𝜎4 으로 놓으면,

𝑀𝑥 𝑡 = න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥
1

2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 −

1

2

𝑥 − 𝜇

𝜎

2

ⅆ𝑥

= න
−∞

∞ 1

2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 −

𝑥2 − 2 𝜇 + 𝑡𝜎2 𝑥 + 𝜇2

2𝜎2
ⅆ𝑥

𝑀𝑥 𝑡 = න
−∞

∞ 1

2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 −

𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 2 − 2𝜇𝑡𝜎2 − 𝑡2𝜎4

2𝜎2
ⅆ𝑥

= 𝑒𝑥𝑝
2𝜇𝑡+𝜎2𝑡2

2
∞−׬
∞ 1

2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 −

𝑥− 𝜇+𝑡𝜎2
2

2𝜎2
ⅆ𝑥
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•예제 7.7 (2/2)

적률과 적률생성함수

확률변수 𝑋가 평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인 정규분포를 따를 때, 𝑋의 적률생성함수는 

𝑀𝑥(𝑡) = exp(𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2)이 됨을 유도하라.

• 여기서 𝑤 = 𝑥 − 𝜇 + 𝑡𝜎2 /𝜎로 치환하면, ⅆ𝑥 = 𝜎ⅆ𝑤이므로

• 이 식의 적분부분은 표준정규분포의 면적으로서 1이 되므로, 다음과 같은 식이 된다.

𝑀𝑥 𝑡 = 𝑒𝑥𝑝 𝜇𝑡 +
𝜎2𝑡2

2
න
−∞

∞ 1

2𝜋
𝑒−𝑤

2/2 ⅆ𝑤

𝑀𝑥 𝑡 = exp(𝜇𝑡 +
1

2
𝜎2𝑡2)
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•적률생성함수(Moment Generating Function)

적률과 적률생성함수

(유일성 정리): 두 확률변수 𝑋와 𝑌의 적률생성함수가 각각 𝑀𝑥 𝑡 ,𝑀𝑦(𝑡)일 때, 모든 𝑡값

에 대해 𝑀𝑥 𝑡 = 𝑀𝑦(𝑡)이면 𝑋와 𝑌는같은 확률분포를 가진다.

정리 7.7

𝑀𝑥+𝑎 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡 𝑋+𝑎 = 𝑒𝑎𝑡𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝑒𝑎𝑡𝑀𝑥 𝑡

증명

𝑀𝑥+𝑎 𝑡 = 𝑒𝑎𝑡𝑀𝑋(𝑡)

정리 7.8

𝑀𝑎𝑋 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡 𝑎𝑋 = 𝐸[𝑒 𝑎𝑡 𝑋] = 𝑀𝑥 𝑎𝑡

증명

𝑀𝑎𝑋 𝑡 = 𝑀𝑋(𝑎𝑡)

정리 7.9
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•적률생성함수(Moment Generating Function)

적률과 적률생성함수

연속형인 경우에 대해서 

확률변수들은 서로 독립적이므로

이다. 따라서,

증명

확률변수  𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 이  서로  독립이면서  각각의  적률생성함수가 

𝑀𝑋1 𝑡 ,𝑀𝑋2 𝑡 ,⋯ ,𝑀𝑋𝑛 𝑡 이고  𝑌 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛이면 , 𝑌의  적률생성함수는

𝑀𝑌 𝑡 = 𝑀𝑋1 𝑡 𝑀𝑋2 𝑡 ⋯𝑀𝑋𝑛 𝑡 가 된다.

정리 7.10

𝑀𝑌 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 = 𝐸 𝑒𝑡 𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛

= න
−∞

∞

⋯න
−∞

∞

𝑒𝑡 𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) ⅆ𝑥1 ⅆ𝑥2⋯ⅆ𝑥𝑛

𝑓 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 = 𝑓1 (𝑥1)𝑓2 (𝑥2)⋯𝑓n (𝑥n)

𝑀𝑌 𝑡 = න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥1𝑓1 (𝑥1) ⅆ𝑥1න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥2𝑓2 (𝑥2) ⅆ𝑥2⋯න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑥n𝑓n (𝑥n) ⅆ𝑥𝑛

= 𝑀𝑋1 𝑡 𝑀𝑋2 𝑡 ⋯𝑀𝑋𝑛 𝑡
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Thanks!
이 하 늘(haneul@pel.sejong.ac.kr)

mailto:haneul@pel.sejong.ac.kr
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•그림 1-1

•그림 1-2

부록 #1

x = 0:10;
y = geopdf(x,0.75);

figure
bar(x,y,1)
xlabel('Observation')
ylabel('Probability')

x = 0:10;
y = geopdf(sqrt(x),0.75);

figure
bar(x,y,1)
xlabel('Observation')
ylabel('Probability')
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•그림 2-1

•그림 3-1

부록 #2

pd = makedist('Weibull','A',5,'B',2);

x = -1:.1:7;
pdf_normal = pdf(pd,(x+3)/48);

plot(x,pdf_normal,'LineWidth',2);

x = 0:.1:10;
xs=x(x>=3&x<=7);

figure;
hold on;
a=area(xs,exp(xs/2));
a.FaceAlpha=0.2;

p=plot(x,exp(x/2));
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•그림 4-1

•그림 4-2

부록 #3

y1=linspace(0, 1, 500);
y2=sqrt(y1);

xs=y1(y1>=0&y1<=1);

figure;
hold on;
a=area(xs,y2);
p=plot(y1,y2);

x1=[0 1 1 0];
x2=[0 0 1 1];
fill(x1,x2, 'b');
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•예제 4-3

부록 #4

sigma_y1 = (0.5)^2;
sigma_y2 = 0.2;

y2 =0:0.1:1;
y1 =y2.^2:0.1:1;

[y1, y2] = meshgrid(y1,y2);
pdf_y1 = (1/sqrt(2*pi)/sigma_i)*exp(-y1.^2/(2*sigma_i^2));
pdf_y2 = (1/sqrt(2*pi)/sigma_q)*exp(-y2.^2/(2*sigma_q^2));

joint = pdf_y1.*pdf_y2;

figure();
contour(y1,y2,joint);
grid("on");
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•예제 5-1

•예제 6-1

부록 #5

x = 0:0.2:15;
y = chi2pdf(x,1);

figure;
plot(x,y)

x=readtable('train.csv');
col1=x{:, 5};

%왜도 확인:12.1951
check=skewness(col1);

figure;
histogram(col1);
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•예제 6-2

•예제 7-1

부록 #6

x=readtable('train.csv');
col1=x{:, 5};
tr=log(col1);

%왜도 확인:-0.1379
check=skewness(tr);

figure;
histogram(tr);

x=readtable('train.csv');
col1=x{:, 44};

%첨도 확인:8.7221
check=kurtosis(col1);

figure;
histogram(col1);
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•예제 7-2

부록 #7

x=readtable('train.csv');
col1=x{:, 44};
tr=log(col1);

%첨도 확인:3.1462
check=kurtosis(tr);

figure;
histogram(tr);
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