
VISION 2030  WORLD TOP100 UNIVERSITY



CONTENTS





4

병원에는 단 한 명의 의사가 진료를 하는데, 시간당 평균 3명의 손님이 병원에 오고, 의사는
환자당 평균 15분의 진료시간을 소요한다.

• 이 병원은 시간당 고객의 도착률이 3명이고, 서비스율은 60/15 = 4명임
• 병원의 평균 부하는 0.75이며, 의사는 진료시간의 25%를 진료 없이 여유롭게 보낼 수 있음

다른 병원에는 의사가 4명이고, 이 병원에는 시간당 평균 10명의 손님이 오고, 의사는 각자 환자당 평균
15분의 진료시간을 소요한다.

• 이 병원은 시간당 고객의 도착률이 10명이고, 서비스율은 60/15 × 4 = 16명임
• 병원의 평균 부하는 0.625이며, 각 의사는 진료시간의 37.5%를 진료 없이 여유롭게 보낼 수 있음

*시스템이 안정적으로 동작하기 위해서는 시스템 전체에 걸리는 부하가 1보다 작아야 함:
𝜌 < 1, 즉 𝛼/ 𝑐𝛽 < 1 의 조건을 만족해야 함
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• 고객의 서비스 대기시간 누적분포함수(CDF, Cumulative Probability Function)
• 𝑭𝑸 𝒕 = 𝑷 𝑾𝑸 ≤ 𝒕 = 𝟏 −

𝒄𝒑𝒄

𝒄ି𝜸
𝒆ି 𝒄𝜷ି𝜶 𝒕, 𝒕 ≥ 𝟎

(그림 7) 고객 서비스대기시간 누적분포함수

평균서비스율 𝛽 = 1, 도착률 𝛼 = 2,
서버 𝑐 = 3, 𝑝௖ = 0.05인 시스템에서,

새로 도착한 고객이 1분 이내에 서비스를
받게 될 확률은 약 94.4%이다.

𝐹ொ 1 = 1 −
3 × 0.05

3 − 2
⋅ 𝑒ି ଷ×ଵିଶ ⋅ଵ = 0.9448
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예시영향을 받는 변수통신 시스템에서의 설명대기행렬에서의 설명구분

• e.g., UE가 혼잡을 감지
하고, 네트워크 접속 시도
를 포기

• 시스템 내 고객 수(𝑛) 등에
영향을 받음

• 장비가 통신 시스템의
상태를 감지하고 네트워크
접속을 주저할 확률

• 고객의 시스템 도착 시, 
고객이 시스템에 진입을
주저할 확률

주저 확률
(Balking 

Probability)

• e.g., UE가 네트워크 접속
대기 중, 타이머 만료로
인한 접속 요청 취소

• 큐에서의 고객 서비스 대기
시간 등에 영향을 받음

• 통신 시스템에 진입 후,
장비가 네트워크 패킷
전송 대기를 중도포기
혹은 취소할 확률

• 고객의 시스템 진입 후, 
고객이 시스템 대기를
중도포기 혹은 이탈할 확률

취소 확률
(Reneging 
Probability)

• e.g., VPN 서버의 동시
세션 수 초과로 인한
네트워크 연결 실패

• 서버 수(𝑐)와 시스템 수용
한계(𝐾) 등에 영향을 받음
(e.g., 𝑐 = 𝐾인 경우)

• 통신 시스템에 장비의
네트워크 접속 시도 시
차단될 확률

• 시스템 진입 시에 발생

• 고객의 시스템 도착 시, 
시스템으로부터 고객의
시스템 진입이 차단될 확률

차단 확률
(Blocking 

Probability)

• e.g., 제한된 대역폭으로
인한 UE의 전송 패킷 손실

• 시스템 자원 상태 등에
영향을 받음

• 통신 시스템으로부터 처리
되지 못한 모든 장비 및
패킷의 비율

• 패킷 전송 중에 발생

• 차단 확률(Blocking 
Probability)과 동일한
용어로 활용됨

손실율
(Loss Rate)

• e.g., VPN 연결 도중 TLS 
세션 실패로 인한 연결 중단

• 시스템 내 고객 수(𝑛)와
시스템 자원 상태 등에
영향을 받음

• 통신 시스템에 접속된
장비의 연결이 중단될 비
율 (손실율과 동일한 용어)

• 서비스 중에 발생

• 시스템의 결정에 따라
서비스 중이던 고객이
퇴출되는 경우의 비율

드랍율
(Drop Rate)

• 대기행렬 및 통신 시스템에서 고객의 행동을 동반하는 확률의 종류 및 예시
𝑐: 서버 수, 𝐾: 시스템 수용 한계, 𝑛: 현재 시스템 내 고객 수, 𝐾 − 𝑐: 큐 최대 크기, 𝑛 − 𝑐: 현재 큐에 대기중인 고객 수

* 위 표에서의 Rate와 Probability는 유사한 의미를 가지나, 주로 활용되는 단어로 정리됨
* 검정색 네모 박스는 해당 시스템에서 주로 활용되는 용어를 의미함



7(그림 8) (a) 대기행렬 시스템, (b) 통신 시스템에서의 주요 행동

• 대기행렬 및 통신 시스템에서 주요 행동의 관계

대기행렬 시스템에서의 주요 행동
1) 고객의 시스템 진입 주저(Balking)
2) 시스템의 고객 진입 차단(Blocking)
3) 큐에서의 고객 중도포기/이탈(Reneging)

통신 시스템에서의 주요 행동
1) 시스템 진입 시, 패킷 차단(Blocking)
2) 시스템 서비스 도중, 패킷 드랍(Drop)
3) 시스템 내 패킷 전송 중, 패킷 손실(Loss)
패킷 차단(Blocking), 패킷 드랍(Drop)은 결국 패킷 손실(Loss)로 이어지므로
모두 손실(Loss)로 볼 수 있음
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공항 체크인 카운터
• 고객: 비행기 탑승객들
• 큐: 카운터 줄
• 서버: 체크인을 돕는 직원들

• 여러 개의 서버가 고객에게 서비스를 제공하는 대기행렬 시스템
• 고객들은 서비스를 받기 위해 큐에 줄을 서고, 비어 있는 서버를 통해 서비스를 받은

후에 시스템을 떠남
• 복수서버 대기행렬 시스템은 서비스를 요청하는 고객, 고객이 기다리는 대기열

(큐), 서비스를 제공하는 여러 개의 서버로 구성됨

병원 접수 창구
• 고객: 진료 받으려는 환자들
• 큐: 접수 창구 앞 줄
• 서버: 진료 접수를 돕는 직원들

고속도로 톨게이트
• 고객: 차량들
• 큐: 톨게이트 진입 줄
• 서버: 톨게이트 수납원들



Q. 고객의 행동을 동반하는 M/M/c 큐란?

상황) 유명한 음식점에 갔을 때 손님이 문밖까지 줄을 서서 기다리는 경우,
음식점에 도착한 모든 사람이 그 줄에 무조건 합류하지 않음

1. 주저(Balking): 긴 줄을 보고 바로 발길을 돌림
2. 취소(Reneging): 일단 줄에 합류하여 기다리다가 시간이 지나도 줄이

줄어들지 않아서 더 이상 기다리지 못하고 줄을 이탈하여 다른 곳으로
발길을 돌림

1
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M/M/c 큐 고객의 행동을 동반하는 M/M/c 큐

고객이 시스템에 도착하는 경우,
시스템 상태를 관측하지 않고

무조건 시스템으로 들어오는 M/M/c 큐

고객이 시스템에 도착하는 경우,
시스템 상태를 관측한 후 자신의 행동

(주저(Balking), 취소(Reneging))을
결정하는 M/M/c 큐

• 일반적인 복수서버 대기행렬 시스템은 고객의 도착이 포아송분포를 따르고,
고객 서비스시간이 지수분포를 따르며, 서버가 𝑐개인 M/M/c 큐를 활용함





• 정의
• 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고, 고객 서비스시간이 지수분포를 따르며

서버가 𝒄개이고 버퍼의 크기는 무한한 복수서버 대기행렬 시스템

• 특징
• 고객이 도착하는 순서대로(FIFO, First-In First-Out) 서비스함
• 서버는 시스템 내 고객이 존재하는 한 지속적으로 고객을 서비스함

• 켄달(Kendall) 표기방식 기반의 M/M/c 큐
• 고객 도착과정(Arrival Process): 포아송 분포(Possion Distribution, 표기 M)를 따름

• 𝛂: 고객의 단위시간(Unit Time)당 평균도착률(Average Arrival Rate)
• 고객 서비스과정(Service Process): 지수분포(M: Markov)를 따름

• 𝜷: 하나의 서버에 의한 고객당 평균서비스율(Average Service Rate)
• 서버의 수: 동시에 서비스가 가능한 서버가 𝐜개
• 버퍼의 크기: 고객이 기다리는 버퍼의 크기는 무한대(∞)이므로 표기상 생략됨

2

고객의
도착과정

고객의
서비스과정

서버의
수

(그림 1) M/M/4 큐

M/M/1 큐 시스템 내에는 하나의 서버에 대한
서비스율이 𝛽, 한 서버에 걸리는 부하는 𝜌 = 𝛼/𝛽 임

M/M/c 큐 시스템 내에는 서버가 𝑐개 존재하므로,
서비스율은 𝑐𝛽, 평균 부하는 𝜌 = 𝛼/𝑐𝛽 임

12

*서버군: Group of Servers
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병원에는 단 한 명의 의사가 진료를 하는데, 시간당 평균 3명의 손님이 병원에 오고, 의사는
환자당 평균 15분의 진료시간을 소요한다.

• 이 병원은 시간당 고객의 도착률이 3명이고, 서비스율은 60/15 = 4명임
• 병원의 평균 부하는 0.75이며, 의사는 진료시간의 25%를 진료 없이 여유롭게 보낼 수 있음

다른 병원에는 의사가 4명이고, 이 병원에는 시간당 평균 10명의 손님이 오고, 의사는 각자 환자당 평균
15분의 진료시간을 소요한다.

• 이 병원은 시간당 고객의 도착률이 10명이고, 서비스율은 60/15 × 4 = 16명임
• 병원의 평균 부하는 0.625이며, 각 의사는 진료시간의 37.5%를 진료 없이 여유롭게 보낼 수 있음

*시스템이 안정적으로 동작하기 위해서는 시스템 전체에 걸리는 부하가 1보다 작아야 함:
𝜌 < 1, 즉 𝛼/ 𝑐𝛽 < 1 의 조건을 만족해야 함

13



2

• 시스템 상태확률
• 시스템 내 고객이 𝒌명인 확률
• 𝒑𝒌 𝒕 = 𝑷 𝑵 𝒕 = 𝒌

• 𝑵 𝒕 : 시간 𝒕에서 시스템 내 고객 수(=버퍼에서 기다리거나 서비스를 받는 중인 고객 수)

• 평행상태(Steady State)에서 시스템 상태확률
• 𝒍𝒊𝒎

𝒕→ஶ
𝒑𝒌 𝒕 = 𝒑𝒌 , 𝒌 > 𝟎

• 시스템이 시간에 무관하게 일정한 상태를 유지함
• 𝒑𝒌를 구하기 위해 생성소멸과정(BDP, Birth and Death Process)을 주로 활용함

*평행상태(Steady State): 시간이 충분히 지난 후(𝑡 → ∞)에는 시스템에 들어오고 나가는
고객의 평균이 같아짐에 따라 시간 변화가 시스템에 영향을 미치지 않게 되는 상태

14
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• 고객 평균도착률 및 평균서비스율
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 시스템 내 고객 수에 무관하게 일정함

• 𝜶𝒏 = 𝜶 𝒏 = 𝟏, 𝟐, …

• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 시스템 내 고객 수에 따라 변동됨

• 𝜷𝒏 = ቊ
𝒏𝜷,  𝟎 ≤ 𝒏 < 𝒄

𝒄𝜷,  𝒏 ≥ 𝒄

• 상태전이방정식(State Transition Equation)
• 가정사항: M/M/1 큐와 동일하게 고객의 도착 혹은 출발이 동시에 일어나지 않음

• 𝜶𝒑𝒌ି𝟏: 시스템에 고객 𝒌 − 𝟏명이 들어와서 상태가 𝒌가 될 확률
• 𝒌𝜷𝒑𝒌: 시스템에 고객 𝒌명이 있다가 서비스를 받고 나가면서 상태가 𝒌 − 𝟏이 될 확률

(그림 2) M/M/c 상태전이 구조

𝜶𝒑𝟎 = 𝜷𝒑𝟏,
𝜶𝒑𝟏 = 𝟐𝜷𝒑𝟐,
…
𝜶𝒑𝒌ି𝟏 = 𝒌𝜷𝒑𝒌

시간에 따라 다른 상태로
어떻게 변하는지 설명하는 식

15
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• 시스템 상태확률(State Probability)(1/2)

• 𝒑𝒌 = ൞

𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎,  𝟎 ≤ 𝒌 < 𝒄

𝜸𝒌

𝒄!𝒄𝒌ష𝒄 𝒑𝟎,  𝒌 ≥ 𝒄

• 𝜸 =
𝜶

𝜷
: 시스템에 가해지는 부하(Offered Load)

𝑝ଵ =
𝛼

𝛽
𝑝଴, 𝑝ଶ =

𝛼

2𝛽
𝑝ଵ =

𝛼ଶ

2𝛽ଶ
𝑝଴,

𝑝௞ =
𝛼

𝑘𝛽
𝑝௞ିଵ =

𝛼ଶ

𝑘 𝑘 − 1 𝛽ଶ
𝑝௞ିଶ

16

상태전이방정식에 대해
𝒑𝒏으로 표기

𝑝௞ =
𝛼

𝑘𝛽
𝑝௞ିଵ =

𝛼ଶ

𝑘 𝑘 − 1 𝛽ଶ
𝑝௞ିଶ = ⋯ =

𝛼௞

𝑘 × 𝑘 − 1 × ⋯ × 2 × 1 × 𝛽௞
𝑝଴

일반식 𝒑𝒌에 대하여
𝒌를 1씩 감소

상태: 𝟎 ≤ 𝒌 < 𝒄

𝑝௞ =
𝛼௞

𝑘! 𝛽௞
𝑝଴ =

1

𝑘!
 ⋅

𝛼௞

𝛽௞
𝑝଴ =

𝜸𝒌

𝒌! 
𝒑𝟎, 0 ≤ 𝑘 < 𝑐𝜸 =

𝜶

𝜷
를 대입
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• 시스템 상태확률(State Probability)(2/2)

• 𝒑𝒌 = ൞

𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎,  𝟎 ≤ 𝒌 < 𝒄

𝜸𝒌

𝒄!𝒄𝒌ష𝒄 𝒑𝟎,  𝒌 ≥ 𝒄

• 𝜸 =
𝜶

𝜷
: 시스템에 가해지는 부하(Offered Load)

𝛼𝑝௖ = 𝑐𝛽𝑝௖ାଵ,
𝛼𝑝௖ାଵ = 𝑐𝛽𝑝௖ାଶ,
…

17

서비스율이 𝒄𝜷로
일정함

𝑝௖ାଵ =
𝛼

𝑐𝛽
𝑝௖, 𝑝௖ାଶ =

𝛼ଶ

𝑐ଶ𝛽ଶ
𝑝௖,

𝑝௞ =
𝛼௞ି௖

𝑐௞ି௖𝛽௞ି௖
𝑝௖ =

𝛾௞ି௖

𝑐௞ି௖
𝑝௖

상태: 𝒌 ≥ 𝒄

𝑝௞ =
𝛾௞ି௖

𝑐௞ି௖
𝑝௖ =

𝜸𝒌

𝒄! 𝒄𝒌ି𝒄
𝒑𝟎, 𝑘 ≥ 𝑐

증명#1의
𝒑𝒄 =

𝟏

𝒄!
𝜸𝒄𝒑𝟎 활용
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• 시스템 트래픽 부하(Offered Load)
• 𝝆 =

고객 도착률
고객 서비스율 =

𝜶

𝒄𝜷
=

𝜸

𝒄

• 시스템 초기 상태확률

• 𝒑𝟎 = ∑
𝜸𝒌

𝒌!
𝒄
𝒌ୀ𝟎 +

𝒄𝒄

𝒄!
×

𝝆𝒄శ𝟏

𝟏ି𝝆

ି𝟏

• 시스템 상태확률

• 𝒑𝒌 = ൞

𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎,  𝟎 ≤ 𝒌 < 𝒄,

𝒄𝒄𝝆𝒌

𝒄!
𝒑𝟎,   𝒌 ≥ 𝒄,

𝑝଴ = ෍
𝛾௞

𝑘!

௖

௞ୀ଴

+ ෍
𝛾௞

𝑐! 𝑐௞ି௖

ஶ

௞ୀ௖ାଵ

ିଵ

= ෍
𝛾௞

𝑘!

௖

௞ୀ଴

+
𝑐௖

𝑐!
෍ 𝜌௞

ஶ

௞ୀ௖ାଵ

ିଵ

= ෍
𝛾௞

𝑘!

௖

௞ୀ଴

+
𝑐௖

𝑐!
×

𝜌௖ାଵ

1 − 𝜌

ିଵ

𝑝௞ =
𝛾௞

𝑐! 𝑐௞ି௖
𝑝଴ =

𝛾௞

𝑐௞ × 𝑐ି௖ × 𝑐!
𝑝଴ =

𝑐௖𝜌௞

𝑐!
𝑝଴

초기 상태확률(𝒑𝟎)과
트래픽 부하(𝝆) 활용

상태확률(𝒑𝒌) 활용 트래픽 부하(𝝆) 활용 등비급수 ∑ 𝑎𝑟௡ିଵஶ
௡ୀଵ

첫 항: 𝑎, 공비: 𝑟에서, |𝑟| < 1이면
수렴이므로 𝒂

𝟏ି𝒓
으로 계산

상태: 𝒌 ≥ 𝒄
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• 새로 도착한 고객이 대기해야 할 확률
• 𝑷𝒘 =

𝒑𝒄

𝟏ି𝝆

• 시스템 상태가 𝑐인 경우, 새로 도착한 고객이 버퍼에서 대기하는 동안 서비스가
지연되는 현상에 따라 “얼랑 지연공식(Erlang Delay Formula) 또는 얼랑-C 공식
(Erlang-C Formula)”이라 함

𝑃௪ = ෍ 𝑝௞

ஶ

௞ୀ௖

= ෍
𝑐௖

𝑐!
𝜌௞𝑝଴

ஶ

௞ୀ௖

=
𝒄𝒄

𝒄!
×

𝝆𝒄

1 − 𝜌
× 𝒑𝟎

상태확률(𝒑𝒌 =
𝒄𝒄𝝆𝒌

𝒄!
𝒑𝟎,  𝒌 ≥ 𝒄) 활용

𝑷𝒘 =
𝒑𝒄

𝟏 − 𝝆

𝒄𝒄𝝆𝒄

𝒄!
𝒑𝟎는 𝒑𝒄임

𝒏: 고객 수, 𝒄: 서버 수, 𝒌: 시스템 상태
𝒌 ≥ 𝒄인 경우, 새로 도착한 고객이 대기하게 됨

등비급수 활용

*얼랑 지연공식(Erlang Delay Formula) 또는 얼랑-C 공식(Erlang-C Formula): 
고객이 시스템에 도착했을 때, 서비스를 즉시 받지 못하고 대기할 확률에 대한 공식

𝑃௪ =

𝑐𝜌 ௖

𝑐!

∑
𝑐𝜌 ௞

𝑘!
+

𝑐𝜌 ௖

𝑐!
×

1
1 − 𝜌

௖ିଵ
௞ୀ଴
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전자회사 서비스센터에는 근무시간에 동시에 서비스하는 서비스요원이 20명이고, 시간당 고객의 도착률
은 16명이라고 한다. 그러나 고객이 많이 몰려와서 서비스를 바로 받지 못하고 기다려야 하는 일이 생길
수 있다. 이 회사는 서비스 품질 유지 차원에서 새로 도착하는 고객이 바로 서비스를 받지 못하고 기다릴
확률의 목표치가 1% 미만이도록 서비스를 유지하려 할 때, 서비스센터의 각 서비스요원은 한 명의 고객
을 서비스하는 데 걸리는 시간이 적어도 몇 분 이하로 유지되어야 하는지 계산하라.

• 서비스요원: 𝑐 = 20

• 새로 도착한 고객이 대기해야 할 확률: 𝑃௪ = 0.01

• 고객도착률: 𝛼 = 16

• 얼랑-C 공식을 통해 𝑐 = 20, 𝑃௪ = 0.01일 때, 이를 단일서버로 환산하여 평균 서비스시간을 구하는 문제
• 얼랑-C표(부록#2 참고)에 따라 𝛾 = 10.973이고, 각 서비스요원이 고객 1명을 서비스하는 데 걸리는

시간은 ଵ

ఉ
을 구하면 됨 (𝛾 =

ఈ

ఉ
< 10.973에서 𝛼 = 16임)

•
ଵ

ఉ
<

ଵ଴.ଽ଻ଷ

ଵ଺
= 0.686시간= 41.15분

∴ 평균 41분 이내에 서비스를 마쳐야 함



2

21

콜센터에는 가장 바쁜 시간대에 시간당 고객 문의전화 도착률이 29건이고, 한 콜당 평균지속시간이 2분이
라고 한다. 그러나 고객의 전화문의가 몰려서 서비스를 바로 받지 못하고 기다려야 하는 일도 생길 수
있다. 그래서 이 회사에서는 고객 서비스 품질 유지 차원에서 새로 도착하는 고객이 바로 서비스를 받지
못하고 기다려야 할 확률의 목표치가 1% 미만이 되도록 서비스를 유지하려고 할 때 이 콜센터는 몇 명의
서비스요원을 준비해야 하는지 계산하라.

• 새로 도착한 고객이 대기해야 할 확률: 𝑃௪ = 0.01

• 평균 콜 도착률: 𝛼 = 29

• 평균서비스율: 𝛽 = 30 (한 콜당 평균서비스시간: ଵ

ఉ
= 2분(= ଶ

଺଴
시간))

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఈ

ఉ
=

ଶଽ

ଷ଴
= 0.9667

• 얼랑-C 공식을 통해 𝛾 = 0.9667, 𝑃௪ < 0.01이 되기 위해 필요한 최소 서비스요원의 수를 구하는 문제
• 얼랑-C표(부록#2 참고)에 따라 𝛾 > 0.9667인 값을 찾으면 서비스요원(𝑐)은 최소 5명이 필요함

• 𝑐 = 4인 경우, 감당 가능한 부하량=0.810, 실제 부하는 𝛾 = 0.9667 > 0.810이므로 1%가 넘음
• 𝑐 = 5인 경우, 감당 가능한 부하량=1.259, 실제 부하는 𝛾 = 0.9667 < 1.259이므로 1% 미만임

∴ 최소 5명이 필요함
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• 시스템 내 평균 고객 수(Average Number of Customers in System)
• 𝑬 𝑵 = 𝒄𝝆 +

𝝆𝒑𝒄

𝟏ି𝝆 𝟐

• 큐 내 고객의 평균 대기시간(Mean Waiting Time of Customers in Queue)
• 𝑬 𝑾𝑸 =

𝒑𝒄

𝒄𝝁 𝟏ି𝝆 𝟐

𝑵는 고객 수, 𝒄는 서버 수, 𝝆는 트래픽 부하,
𝒑𝒄는 고객이 대기하게 될 상태확률

𝐸 𝑁 = ෍ 𝑛𝑝௡

ஶ

௡ୀ଴

= ෍ 𝑛𝑝଴

𝛾௡

𝑛!

௖

௡ୀ଴

+ ෍ 𝑛𝑝௖𝜌௡ି௖

ஶ

௡ୀ௖ାଵ

= 𝑝଴𝛾 ෍
𝛾௡ିଵ

𝑛 − 1 !

௖

௡ୀଵ

+ 𝑝௖ ෍ 𝑛 + 𝑐 𝜌௡

ஶ

௡ୀଵ

𝐸 𝑁 = 𝛾 ෍ 𝑝௡

௖ିଵ

௡ୀ଴

+ 𝑝௖

𝜌

1 − 𝜌 ଶ
+ 𝑐

𝜌

1 − 𝜌
= 𝑐𝜌 1 −

𝑝௖

1 − 𝜌
+

𝑐𝜌𝑝௖

1 − 𝜌 ଶ
+

𝑐𝜌𝑝௖

1 − 𝜌
= 𝒄𝝆 +

𝝆𝒑𝒄

𝟏 − 𝝆 𝟐

𝐸 𝑊ொ =
𝐸 𝑁 − 𝑐𝜌

𝜆
=

𝒑𝒄

𝒄𝝁 𝟏 − 𝝆 𝟐

리틀의 공식(Little’s Law) 활용
𝑬 𝑵 = 𝝀 × 𝑬 𝑾

(시스템 내 평균 고객 수 = 평균도착률 × 평균체재시간)
*평균 고객 수=서비스 중인 고객 수+대기 중인 고객 수

대기행렬생성소멸과정파라미터 설명

𝜆𝛼도착률

𝜇𝛽서비스율

𝜌 = 𝛾/𝑐𝛾 = 𝛼/𝛽시스템 부하

𝒄𝝆: 평균 서비스 중인 고객 수(서버 하나의 평균 부하가 𝝆이고, 서버 𝒄개)



2

23

버퍼의 수(𝑐)가 2개인 M/M/2 큐에서 생성소멸과정을 통해 해석하면 다음과 같다.

• 고객 평균도착률: 𝛼௡ = 𝛼, 𝑛 = 1,2, …

• 고객 평균서비스율: 𝛽௡ = ቊ
𝛽, 𝑛 = 1

2𝛽, 𝑛 ≥ 2

• 𝛾 = 𝛼/𝛽를 활용한 시스템 상태확률: 𝑝ଵ = 𝛾𝑝଴, 𝑝ଶ =
ଵ

ଶ
𝛾ଶ𝑝଴, 𝑝௡ = 2

ఊ

ଶ

௡
𝑝଴

• 시스템에 가해지는 부하(Offered Load)가 𝜌 =
ఈ

ଶఉ
=

ఊ

ଶ
일 때 초기 상태확률: 𝑝଴ 1 + 2 𝜌 + 𝜌ଶ + ⋯ = 1

즉, 𝑝଴ = 1 + 2
ఘ

ଵିఘ

ିଵ
=

ଵିఘ

ଵାఘ
(𝜌 < 1)

• 시스템 내 고객 수가 𝑛일 상태확률: 𝑝௡ = ൞

ଵିఘ

ଵାఘ
, 𝑛 = 0

ଶ ଵିఘ

ଵାఘ
𝜌௡, 𝑛 > 0

• 시스템 내 평균 고객 수: 𝐸 𝑁 = ∑ 𝑛𝑝௡
ஶ
௡ୀ଴ = ∑ 𝑛

ଶ ଵିఘ

ଵାఘ
𝜌௡ஶ

௡ୀଵ =
ଶఘ

ଵିఘమ

• 고객의 시스템 내 평균 대기시간(Mean Waiting Time): 𝐸 𝑊 =
ா ே

ఈ
=

ଶఘ

ఈ ଵିఘమ =
ଵ

ఉ ଵିఘమ
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고객의 평균도착률은 𝛼이고, 서버의 평균서비스율이 2𝛽인 M/M/1 큐와 같은 평균도착률을 가지되 하나의
서버의 평균서비스율이 𝛽인 M/M/2 큐 중에서 어느 시스템의 고객 체재시간이 더 짧은지 계산하여 비교하라.

• 평균서비스율 2𝛽인 M/M/1 큐의 시스템 부하: 𝜌ଵ = 𝛼/(2𝛽)

• 하나의 서버의 평균서비스율이 𝛽인 M/M/2 큐의 시스템 부하: 𝜌ଶ = 𝛼/(2𝛽)

• 평균서비스율 2𝛽인 M/M/1 큐의 시스템 내 평균체재시간: 𝑊ଵ =
ଵ

ଶఉ ଵିఘభ

• 하나의 서버의 평균서비스율이 𝛽인 M/M/2 큐의 시스템 내 평균체재시간: 𝑊ଶ =
ଵ

ఉ ଵିఘమ
మ

• 두 시스템의 평균체재시간 비교: 𝑊ଶ − 𝑊ଵ =
ଵ

ఉ ଵିఘమ
మ −

ଵ

ଶఉ ଵିఘభ
=

ଵ

ଶఉ ଵାఘ
> 0

• ∴ M/M/2 큐의 고객 체재시간이 더 짧음
(e.g., 보통 사람보다 2배나 일을 잘하는 사람 1명이 어떤 일을 마치는 데 걸리는 시간은 보통 사람 2명이 일을 마치는
데 걸리는 시간보다 더 짧음)

*평균체재시간(Mean Sojourn Time): 버퍼에서의 서비스시간과 고객 평균대기시간의 합
*평균대기시간(Mean Waiting Time): 고객이 서비스를 받기 위해 큐에서 기다리는 시간
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• 두 방법에서 줄을 서서 기다리는 사람의 수는 동일하다고 가정함
• 방법 1: 

• 하나의 변기에 대한 고객 평균도착률이 𝛼/2인 포아송분포를 따름
• 화장실에서 하나의 변기에 대한 1인당 평균 소비시간은 1/𝛽이고 지수분포를 따름
• 시스템 부하는 𝜌ଵ = 𝛼/2𝛽임. 이는 서버 능력이 2배가 아닌 고객 도착률이 반으로 줄어든 경우이므로 M/M/1 큐

시스템으로 모델링

• 고객체재시간은 𝑊ଵ =
ఘభ/(ଵିఘభ)

ఈ/ଶ
=

ଶఘభ

ఈ ଵିఘభ

• 방법 2:
• 고객 평균도착률이 𝛼인 포아송분포를 따름
• 화장실에서 1인당 평균 소비시간은 1/𝛽이고 지수분포를 따름

• 이때 서버가 2개이므로 시스템 전체의 서비스율은 2𝛽임
• 시스템 부하는 𝜌ଶ = 𝛼/2𝛽인 M/M/2 큐 시스템으로 모델링

• 고객체재시간은 𝑊ଶ =
ଶఘమ/(ଵିఘమ

మ)

ఈ
=

ଶఘమ

ఈ ଵିఘమ
మ

• 이때, 𝑊ଶ − 𝑊ଵ =
ଶఘ

ఈ

ଵ

ଵିఘ
−

ଵ

ଵିఘ మ = −
ଶఘమ

ఈ ଵିఘమ < 0 이므로 방법 2가 더 짧음

(예제 4-2 응용)
변기가 여러 개 있는 화장실에서 줄을 설 때, 2가지 방식을 고려할 수 있다. 이 중 두 번째 방법에서의 대기
시간이 더 짧은 것에 대해 증명하면 다음과 같다.
1) 변기마다 줄을 지어서 서는 방법
2) 모든 사람이 한 줄로 서 있다가 변기 하나가 빌 때 한 명이 들어가는 방법

(그림 3) 예제 4-2 응용 그림



2

26

• 시스템 내 고객의 서비스 대기시간이 임계치 𝑡를 초과할 확률
• 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒕 = ∑ 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒕 𝑵 = 𝒌 𝒑𝒌

ஶ
𝒌ୀ𝒄

• 𝑾𝑸: 고객이 시스템 도착 후, 큐에서의 서비스 대기시간(Waiting Time)
• 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒕 𝑵 = 𝒌 : 고객이 시스템에 도착 당시, 대기 중인 고객 수(𝑵)가 𝒌명임을 알고

있을 때, 해당 고객의 서비스 대기시간(𝑾𝑸)이 𝒕보다 클 확률

• 시스템 내 고객의 서비스 대기시간(Waiting Time)(1/2)
• 𝑾𝑸 = 𝑹 + ∑ 𝑾𝑸

𝒋𝒌ି𝒄
𝒋ୀ𝟏 , 𝒌 ≥ 𝒄

• 𝑹: 서비스 중인 고객 𝑐명의 잔여서비스시간(Residual Service Time)
• 𝑾𝑸

𝒋 : 큐에 있는 𝒋번째 고객의 서비스 대기시간(Waiting Time)

(그림 4) M/M/c 큐에서의 고객 서비스 대기

*전확률이론(Theory of Total Probability)에 의해,
𝑝௞는 고객이 시스템에 도착하기 전에 이미 도착한 고객이 𝑘명 있을 확률임

서버 𝒄개에는 모든 고객이 서비스 중이고, 
버퍼에 고객 𝒌 − 𝒄 명이 서비스 대기 중
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• 시스템 내 고객의 서비스 대기시간(Waiting Time)(2/2)
• 새로운 고객이 시스템의 임의의 시점에 도착했을 때, 서버에서 서비스 중인 고객의

잔여서비스시간(Residual Service Time)은 PASTA(Poisson Arrival See Time Average)
의 정리에 의해 평균서비스시간에 근접함

*PASTA(Poisson Arrival See Time Average):
도착과정이 포아송분포를 따르는 시스템은 고객이 지수적인 간격으로 도착함을 의미하며,

도착 고객이 관측한 시스템 상태 분포가 임의의 시점에서 본 시스템 상태 분포와 일치한다는 성질

*지수분포의 기억상실성질(Memoryless Property): 
과거 조건이 현재 확률에 영향을 미치지 않는 특성

시간 𝑠동안 서비스하는 중 𝑋 > 𝑠 일 때, 추가로 시간 𝑡가 지나도 서비스가
지속될 𝑋 > 𝑡 + 𝑠 확률은 처음부터 시간 𝑡이상 지속될 𝑋 > 𝑡 확률과 동일함

𝑃 𝑋 > 𝑡 + 𝑠 𝑋 > 𝑠 =
𝑃 𝑋 > 𝑡 + 𝑠

𝑃(𝑋 > 𝑠)
=

𝑒ିఒ ௧ା௦

𝑒ିఒ௦
=

𝑒ିఒ ȉ  𝑒ିఒ௦

𝑒ିఒ௦
= 𝑒ିఒ௧𝑃 𝑋 > 𝑡 = 𝑒ିఒ௧

∴ 𝑷 𝑿 > 𝒕 + 𝒔  𝑿 > 𝒔) = 𝑷 𝑿 > 𝒕
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• 시스템 내 서버의 고객 서비스시간
• 각 고객 서비스시간이 평균 𝟏/𝜷인 지수분포를 따를 때, 𝒌명의 독립적인 고객 서비스

시간은 매개변수가 𝜷이며 차수가 𝒌인 얼랑분포를 가짐
• 𝑬𝒌 𝒙 = 𝟏 − ∑

𝜷𝒙 𝒋

𝒋!
𝒆ି𝜷𝒙𝒌ି𝟏

𝒋ୀ𝟎 ,  𝒙 ≥ 𝟎

• 𝒙: 독립적인 𝒌명의 고객 서비스시간

• 서버의 고객 서비스시간의 확률밀도함수(PDF, Probability Density Function)

• 𝒆𝒌 𝒙 = ቐ

𝜷𝒌𝒙𝒌ష𝟏

𝒌ି𝟏 !
𝒆ି𝜷𝒙,   𝒙 ≥ 𝟎, 𝒌 ≥ 𝟏 

𝜷𝒆ି𝜷𝒙,   𝒌 = 𝟏 (지수분포)

• 고객의 서비스 대기시간(𝑊ொ) 확률밀도함수(PDF)
• 𝒆𝒌ି𝒄ା𝟏 𝒙 =

𝒄𝜷 𝒌ష𝒄శ𝟏𝒙𝒌ష𝒄

𝒌ି𝒄 !
𝒆ି𝒄𝜷𝒙,   𝒙 ≥ 𝟎, 𝒌 ≥ 𝒄

*얼랑분포(Erlang Distribution): 
고객이 시스템 진입 후 𝑘개의 연속된 서비스를

모두 완료하는 데 걸리는 전체 시간의 분포

(그림 5) 고객 서비스시간
확률밀도함수

(그림 6) 서비스 대기시간
확률밀도함수

평균서비스율 𝛽 = 1인 시스템에서,
𝑘 = 4명이 있고 서버 𝑐 = 2개가 있을 때

(2명은 서비스 중, 2명은 대기 중),
새로 도착한 고객의 서비스 대기시간이

2시간 이내일 확률은 약 76.1%이다.

평균서비스율 𝛽 = 1인 시스템에서, 
고객 𝑘 = 2명의 서비스를 완료

하는 데 걸리는 총 시간이 0.5시간
이내일 확률은 약 39.3%이다.

큐에서 대기하는 것은 𝒌 ≥ 𝒄를 의미함
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• 시스템 내 고객의 서비스 대기시간이 임계치 𝑡를 초과할 확률
• 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒕 = ∑ 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒕 𝑵 = 𝒌 𝒑𝒌

ஶ
𝒌ୀ𝒄 =

𝒄𝒑𝒄

𝒄ି𝜸
𝒆ି 𝒄𝜷ି𝜶 𝒕, 𝒕 ≥ 𝟎

29

𝑃 𝑊ொ > 𝑡 𝑁 = 𝑘 = න 𝑒௞ି௖ାଵ(𝑥)
ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥 = න
𝑐𝛽 ௞ି௖ାଵ𝑥௞ି௖

𝑘 − 𝑐 !
𝑒ି௖ఉ௫

ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥

𝑃 𝑊ொ > 𝑡 =
cୡ

𝑐!
𝑝଴ ෍ න

𝑐𝛽 ௞ି௖ାଵ𝑥௞ି௖

𝑘 − 𝑐 !
𝑒ି௖ఉ௫

ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥𝜌௞

ஶ

௞ୀ௖

서비스 대기시간(𝑊ொ) 
확률밀도함수 활용

𝑃 𝑊ொ > 𝑡 =
cୡ

𝑐!
𝑐𝛽𝑝଴ ෍ න

𝑐𝛽 ௞ି௖𝑥௞ି௖

𝑘 − 𝑐 !
𝑒ି௖ఉ௫

ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥𝜌௞

ஶ

௞ୀ௖

௖ఉ ೖష೎శభ௫ೖష೎

௞ି௖ !
에서 𝑐𝛽만 정리하여

𝑘 − 𝑐 포함 식으로 정리

𝑃 𝑊ொ > 𝑡 =
cୡ

𝑐!
𝑐𝛽𝑝଴ ෍ න

𝛼
𝜌

௞ି௖

𝑥௞ି௖

𝑘 − 𝑐 !
𝑒ି௖ఉ௫

ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥𝜌௞

ஶ

௞ୀ௖

=
cୡ

𝑐!
𝑐𝛽𝑝଴𝜌௖ ෍ න

𝛼𝑥 ௞ି௖

𝑘 − 𝑐 !
𝑒ି௖ఉ௫

ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥

ஶ

௞ୀ௖

𝑐𝛽 =
ఈ

ఘ
활용

𝑃 𝑊ொ > 𝑡 =
cୡ

𝑐!
𝑐𝛽𝑝଴𝜌௖ න ෍

𝛼𝑥 ௞ି௖

𝑘 − 𝑐 !
𝑒ି௖ఉ

ஶ

௞ୀ௖

ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥 = 𝑐𝛽𝑝௖ න 𝑒ି ௖ఉିఈ ௫
ஶ

௫ୀ௧

𝑑𝑥 =
𝒄𝒑𝒄

𝒄 − 𝜸
𝒆ି 𝒄𝜷ି𝜶 𝒕,  𝑡 ≥ 0

수열 합 기호는
적분기호 안에
들어갈 수 있음

전확률의 법칙 활용
𝑃 𝐴 = ෍ 𝑃 𝐴 𝐵௜ ⋅ 𝑃 𝐵௜

௜
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• 고객의 서비스 대기시간 누적분포함수(CDF, Cumulative Probability Function)
• 𝑭𝑸 𝒕 = 𝑷 𝑾𝑸 ≤ 𝒕 = 𝟏 −

𝒄𝒑𝒄

𝒄ି𝜸
𝒆ି 𝒄𝜷ି𝜶 𝒕, 𝒕 ≥ 𝟎

30

(그림 7) 고객 서비스대기시간 누적분포함수

평균서비스율 𝛽 = 1, 도착률 𝛼 = 2,
서버 𝑐 = 3, 𝑝௖ = 0.05인 시스템에서,

새로 도착한 고객이 1분 이내에 서비스를
받게 될 확률은 약 94.4%이다.

𝐹ொ 1 = 1 −
3 × 0.05

3 − 2
⋅ 𝑒ି ଷ×ଵିଶ ⋅ଵ = 0.9448
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한 미용실에는 미용 능력이 유사한 미용사가 2명 있다. 이 미용실에는 시간당 평균 2명의 고객이 미용하러
오고, 한 사람당 미용 시간이 평균 20분이다. 그런데 이 미용실에는 미용 시간이 얼마 걸리지 않는 남자 어린
이도 오고, 파마를 하는 아주머니도 와서 미용 시간이 각자 다를 수밖에 없다. 이때 한 고객이 미용실에 들어
왔는데 그 고객은 1시간 반 뒤에 약속이 있어서 적어도 약속 10분 전에는 미용을 마무리해야 한다. 그 고객이
미용실에 도착한 순간부터 자신의 차례가 올 때까지 기다려야 할 시간이 1시간이 넘을 확률은 얼마일까?

• 미용사 수: 𝑐 = 2

• 고객 도착률: 𝛼 = 2 (명/시간)
• 1인당 평균 서비스시간: 20분, 서비스율: 𝛽 = 3 (명/시간)
• 대기시간 𝑊ொ 이 1시간 이상일 확률을 구하는 문제임: 𝑃 𝑊ொ > 1

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఈ

ఉ
=

ଶ

ଷ
, 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଵ

ଷ

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊೖ

௞!
௖
௞ୀ଴ +

௖೎

௖!
×

ఘ೎శభ

ଵିఘ

ିଵ

≈ 0.6667

• 시스템 상태확률: 𝑝௖ =
௖೎ఘ೎

௖! 
𝑝଴ = 0.1481

• 𝑃 𝑊ொ > 1 =
௖௣೎

௖ିఊ
𝑒ି ௖ఉିఈ ௧ =

ଶ×଴.ଵସ଼ଵ

ଶିଶ/ଷ
𝑒ି ଶ×ଷିଶ ×ଵ ≈ 0.00407

• ∴ 고객이 1시간 이상 기다릴 확률은 약 0.407%이므로, 서비스를 거의 즉시 받을 가능성이 매우 높음
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• 시스템에서의 고객 출력행태(Behavior)
• 고객 출력행태 관찰을 위해서는 연속하는 두 고객의 출력 사이 간격을 분석해야 함
• 𝑺𝒏 𝒕 = 𝑷 𝑵 𝒕 = 𝒏이고 𝝉 > 𝒕
• 𝝉: 서로 다른 두 고객의 출력 간격(Interdeparture Time)
• 𝑵(𝒕): 임의의 고객 1명이 나가고 난 직후인 시간 𝒕에서 시스템 상태

• 고객 출력행태(Behavior) 관측시점 (1/2)
• 관측시점은 보통 시스템 내 한 고객이 서비스를 마친 후 출발하려는 시점이 기준이 됨
• 2명의 고객이 동시에 시스템에 도착하거나 출발하는 상황은 없다는 가정이 필요함

• 아주 작은 시간구간 𝜹𝒕를 가정하면 시스템 상태 간 관계식은 다음을 성립함

• 𝑺𝒐 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 : 시간 𝒕에서 시스템 내 고객이 한 명도 없었고, 시간구간
𝛿𝑡 동안에 한 명의 고객도 도착하지 않아서 시스템 상태가 여전히 0일 확률

• 𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕: 시간 𝒕에서 시스템 내 고객이 𝒏 − 𝟏명 있는데, 𝛿𝑡 동안 1명이 도착해서
시스템 상태가 𝒏이 된 경우

• 𝑺𝒏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝒏𝜷𝜹𝒕 : 시간 𝒕에서 시스템 내 고객이 𝒏명 있는데, 𝛿𝑡 동안에 1명도
도착하지 않고, 서비스 중인 고객도 서비스를 마치지 않아서 고객 수 변동이 없을 확률

𝑺𝒐 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 ,
𝑺𝒏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝑺𝒏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝒏𝜷𝜹𝒕 , 𝒏 < 𝒄,
𝑺𝒏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝑺𝒏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝒄𝜷𝜹𝒕 , 𝒏 ≥ 𝒄
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• 고객 출력행태(Behavior) 관측시점 (2/2)

• 두 고객에 대한 시스템 출발간격이 임계치 𝒕를 초과할 확률
• 𝑷 𝝉 > 𝒕 = ∑ 𝑺𝒏(𝒕)ஶ

𝒏ୀ𝟎 = 𝒆ି𝜶𝒕 ∑ 𝒑𝒏
ஶ
𝒏ୀ𝟎 = 𝒆ି𝜶𝒕

• 고객의 출력간격은 지수분포를 따른다는 것을 의미함
• 고객의 입력과정이 포아송분포를 따르면, 출력과정도 포아송분포를 따름을 의미함
• 따라서, 여러 M/M/c 큐가 직렬(Serially)로 연결된 네트워크 큐에 대한 입력이 없는

경우, 모든 큐는 입력과정과 출력과정이 포아송과정으로 모형화될 수 있음

𝑺𝒐 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 ,
𝑺𝒏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝑺𝒏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝒏𝜷𝜹𝒕 , 𝒏 < 𝒄,
𝑺𝒏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝑺𝒏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝒄𝜷𝜹𝒕 , 𝒏 ≥ 𝒄

𝒅𝑺𝟎 𝒕

𝒅𝒕
= −𝜶𝑺𝟎 𝒕 ,

𝒅𝑺𝒏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 − 𝜶 + 𝒏𝜷 𝑺𝒏 𝒕 , 𝒏 < 𝒄,

𝒅𝑺𝒏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝑺𝒏ି𝟏 𝒕 − 𝜶 + 𝒄𝜷 𝑺𝒏 𝒕 , 𝒏 ≥ 𝒄

𝑡 → ∞일 때
미분 정리를

이용하여 정리 시스템 초기조건(𝑆௡ 0 = 𝑝௡)에
따른 일반해 계산 (지수적 감소)
• 𝑺𝟎 𝒕 = 𝒑𝟎𝒆ି𝜶𝒕

• 𝑺𝒏 𝒕 = 𝒑𝒏𝒆ି𝜶𝒕

𝝉: 서로 다른 두 고객의
시스템 출발간격
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고객의 수가 아주 많고 또 채널단위로 고객을 수용하는 무선통신망은 M/M/c 큐를 이용하여 모형화할 수
있다. 이러한 통신시스템에 대한 모델링의 예로 다음과 같은 파라미터를 가정한다.
- 콜의 평균도착률: 𝛼 =

଻ଶ଴콜/시간
ଷ଺଴଴초/시간 = 0.2콜/초

- 콜당 평균채널점유시간: 1/𝛽 = 180초
- 시스템 내 채널 수: 𝑐 = 40
- 시스템에 부과되는 트래픽강도: 평균콜도착률과 콜당 평균채널점유시간의 곱(단위:얼랑), 𝛾 = 0.2180 = 36 얼랑
- 시스템 전체에 대한 채널점유도: 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଷ଺

ସ଴
= 0.9

위와 같은 가정하에서 다음을 구하라.
(1) 고객이 시스템에 도착하자마자 바로 서비스를 받을 수 있는 확률은 얼마인가?

• 전체확률에서 고객이 기다려야 할 확률을 뺀 확률, 즉 고객이 도착하자마자 바로 서비스받을 수 있는
확률을 구하는 문제임: 1 − 𝐸௖ 𝑐, 𝛾

• 𝐸௖ 𝑐, 𝛾 는 얼랑-C 공식이며, 𝐸ସ଴ 40,36 = 1 −
௣೎

ଵିఘ
≈ 0.5임

• ∴ 50%

*새로 도착한 고객이 대기해야 할 확률
(=얼랑-C 공식으로도 불림)

𝑷𝒘 =
𝒑𝒄

𝟏 − 𝝆
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고객의 수가 아주 많고 또 채널단위로 고객을 수용하는 무선통신망은 M/M/c 큐를 이용하여 모형화할 수
있다. 이러한 통신시스템에 대한 모델링의 예로 다음과 같은 파라미터를 가정한다.
- 콜의 평균도착률: 𝛼 =

଻ଶ଴콜/시간
ଷ଺଴଴초/시간 = 0.2콜/초

- 콜당 평균채널점유시간: 1/𝛽 = 180초
- 시스템 내 채널 수: 𝑐 = 40
- 시스템에 부과되는 트래픽강도: 평균콜도착률과 콜당 평균채널점유시간의 곱(단위:얼랑), 𝛾 = 0.2180 = 36 얼랑
- 시스템 전체에 대한 채널점유도: 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଷ଺

ସ଴
= 0.9

위와 같은 가정하에서 다음을 구하라.
(2) 고객이 시스템에 도착한 후 서비스를 받기까지 2분 이상 기다려야 할 확률은 얼마인가?

• 한 고객이 자신보다 먼저 도착한 고객의 서비스를 위해 𝑡시간만큼 기다려야 할 확률은 고객의 시스템
내 대기시간이 𝑡보다 클 확률을 의미함: 𝑃 𝑊ொ > 𝑡 =

௖௣೎

௖ିఊ
𝑒ି ௖ఉିఈ ௧, 𝑡 ≥ 0

• 𝑐 = 40, 𝛾 = 36, 𝛽 = 1/180, 𝛼 = 0.2, 𝑝௖ = 𝑃௪ 1 − 𝜌 이고, 여기서 𝑃௪ = 𝐸௖ 𝑐, 𝛾 = 0.5임 (앞 문제 참고)

• 𝑃 𝑊ொ > 𝑡 =
௖௣೎

௖ିఊ
𝑒ି ௖ఉିఈ ௧ =

ସ଴×଴.ହ

ସ଴ିଷ଺
𝑒

ି
రబ

భఴబ
ିఈ ଵଶ଴

= 5𝑒ି
ఴ

య = 0.347

• ∴ 34%
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고객의 수가 아주 많고 또 채널단위로 고객을 수용하는 무선통신망은 M/M/c 큐를 이용하여 모형화할 수
있다. 이러한 통신시스템에 대한 모델링의 예로 다음과 같은 파라미터를 가정한다.
- 콜의 평균도착률: 𝛼 =

଻ଶ଴콜/시간
ଷ଺଴଴초/시간 = 0.2콜/초

- 콜당 평균채널점유시간: 1/𝛽 = 180초
- 시스템 내 채널 수: 𝑐 = 40
- 시스템에 부과되는 트래픽강도: 평균콜도착률과 콜당 평균채널점유시간의 곱(단위:얼랑), 𝛾 = 0.2180 = 36 얼랑
- 시스템 전체에 대한 채널점유도: 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଷ଺

ସ଴
= 0.9

위와 같은 가정하에서 다음을 구하라.
(3) 고객의 시스템에 도착한 후 서비스를 받기까지 기다려야 하는 평균대기시간은 얼마인가?

• 고객의 평균대기시간: 𝐸 𝑊

• 𝐸 𝑊 =
௣೎

௖ఉ ଵିఘ మ =
௉ೢ ଵିఘ

௖ఉ ଵିఘ మ =
௉ೢ

௖ఉ ଵିఘ
=

଴.ହ
రబ

భఴబ
ଵି଴.ଽ

= 22.5

• ∴ 22.5초
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• 정의
• 시스템이 수용가능한 고객 수가 𝐾명으로 유한한 M/M/c 큐 시스템

• 특징
• 𝐾 ≥ 𝑐여도 𝐾는 유한하므로, 큐에 빈 공간이 없는 경우, 시스템에 도착한 고객이

시스템에 들어오지 못하고 떠나야 하며, 이를 손실(Loss 또는 Blocking)이라고 함
• 고객 도착 및 서비스과정은 M/M/c 큐와 동일함
• 큐의 크기가 유한하여 시스템 상태가 𝐾 이하여야 함

• 고객 평균도착률 및 평균서비스율
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 𝜶𝒏 = 𝜶, 𝒏 = 𝟏, 𝟐, … , 𝑲

• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 𝜷𝒏 = ቊ
𝒏𝜷,  𝒏 < 𝒄

𝒄𝜷,  𝒄 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲
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• 시스템 상태확률(State Probability)

• 𝒑𝒌 =

𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎,  𝟎 ≤ 𝒌 < 𝒄,

𝒄𝒄𝝆𝒌

𝒄!
𝒑𝟎,  𝒄 ≤ 𝒌 ≤ 𝑲

• 시스템 초기 상태확률

• 𝒑𝟎 = ∑
𝜸𝒏

𝒏!
𝒄
𝒏ୀ𝟎 + ∑

𝒄𝒄𝝆𝑲

𝒄!
𝑲
𝒏ୀ𝒄ା𝟏

ି𝟏

𝜸 =
𝜶

𝜷
,    𝝆 =

𝜸

𝒄

고객 도착 및 서비스과정은 M/M/c 큐와 동일하므로, 
생성소멸과정에 기반한 상태확률도 동일함

M/M/c 큐 (버퍼 크기가 무한(∞))에서
버퍼 크기만 유한해진 값에 해당함

M/M/c 큐: 𝑝଴ = ∑
ఊೖ

௞!
௖
௞ୀ଴ +

௖೎

௖!
∑ 𝜌௞ஶ

௞ୀ௖ାଵ

ିଵ
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• 시스템 내 고객 수가 𝑘명(𝐾 ≥ 𝑘 ≥ 𝑐)인 경우
• 𝑐명: 서비스를 받는 중인 고객 수
• 𝑘 − 𝑐명: 버퍼에서 대기 중인 고객 수 (버퍼에 들어갈 수 있는 고객 수: 최대 𝐾 − 𝑐명)
• 𝐾 = 𝑐인 경우, 시스템 상태확률은 서버 수와 시스템 내 고객 수가 같은 경우이므로

M/M/c/c 큐라고 부르기도 함

• 시스템이 포화상태인 경우

• 𝒑𝒄 =
𝜸𝒄

𝒄!

∑
𝜸𝒏

𝒏!
𝒄
𝒏స𝟎

• 얼랑 손실공식(Erlang Loss Formula) 또는 얼랑-B 공식(Erlang-B Formula)라고 불림
• 유한한 크기의 버퍼를 가지는 대기행렬시스템의 손실확률을 구할 때 활용됨

*얼랑 손실공식(Erlang Loss Formula) 또는 얼랑-B 공식(Erlang-B Formula): 
고객이 시스템에 도착했을 때, 시스템의 대기 공간이 없어

서비스를 받지 못하고 손실될 확률에 대한 공식

𝑝௖ =

𝛾௖

𝑐!

∑
𝛾௡

𝑛!
௖
௡ୀ଴
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얼랑-B 공식을 이용한 네트워크 설계의 예를 들어보자. 비디오전화의 콜 발생 패턴이 포아송분포를 따르고
연결지속시간이 지수함수적으로 분포되어 있다고 가정한다. 표 4-1은 비디오전화 가입자의 특성을 가정한
것이다. 이때 필요한 대역폭은 최소한 얼마 이상이어야 하는가?

• 교환기가 수용가능한 비디오전화의 최대 연결 수: 𝑐
• 𝑐 이상의 연결은 연결제어기법(Connection Admission Control)을

이용해서 차단된다고 가정함
• 콜레벨 서비스품질 요구인 연결거부확률을 목표치 이하로 유지

하도록 링크를 설계하는 문제는 M/M/c/c을 이용: 𝐸 𝑐, 𝛾 =
ം೎

೎!

∑
ം೔

೔!
೎
೔సబ

≤ 𝜀

• 콜의 평균도착률 = 1,000 × 0.1 × 1 = 100

• 콜당 평균지속시간 = 100초
• 시스템 부하: 𝛾 = 콜의 평균도착률 × 콜당 평균지속시간 /3600 = 100 × 100 /3600 = 2.78

• 비디오전화의 연결거부확률을 1% 이하로 정의하였으므로, 서비스품질 조건을 만족하는 링크 용량
설계 문제는 𝐸 𝑐, 𝛾 ≤ 0.01에서 𝑐의 최소값을 찾는 문제임

• 얼랑-B표로부터 𝑐 = 8임을 알 수 있으나, 한 채널의 비디오전화가 필요로 하는 대역폭이 2 Mbps이므로, 
이 비디오전화 시스템이 갖추어야 할 대역폭은 총 2 × 8 = 16 Mbps임

가정치파라미터
1,000전체 가입자 수(N)

0.1최번시 가입자활동률(A)
100초콜당 평균 연결지속시간(1/𝛽)

시간당 1콜가입자당 평균 콜도착률(𝛼)
1%연결거부확률 목표치(𝜀)

2 Mbps하나의 비디오전화가 필요로
하는 대역폭

<표 4-1> 비디오전화 가입자의 트래픽 파라미터





3

예시영향을 받는 변수통신 시스템에서의 설명대기행렬에서의 설명구분

• e.g., UE가 혼잡을 감지
하고, 네트워크 접속 시도
를 포기

• 시스템 내 고객 수(𝑛) 등에
영향을 받음

• 장비가 통신 시스템의
상태를 감지하고 네트워크
접속을 주저할 확률

• 고객의 시스템 도착 시, 
고객이 시스템에 진입을
주저할 확률

주저 확률
(Balking 

Probability)

• e.g., UE가 네트워크 접속
대기 중, 타이머 만료로
인한 접속 요청 취소

• 큐에서의 고객 서비스 대기
시간 등에 영향을 받음

• 통신 시스템에 진입 후,
장비가 네트워크 패킷
전송 대기를 중도포기
혹은 취소할 확률

• 고객의 시스템 진입 후, 
고객이 시스템 대기를
중도포기 혹은 이탈할 확률

취소 확률
(Reneging 
Probability)

• e.g., VPN 서버의 동시
세션 수 초과로 인한
네트워크 연결 실패

• 서버 수(𝑐)와 시스템 수용
한계(𝐾) 등에 영향을 받음
(e.g., 𝑐 = 𝐾인 경우)

• 통신 시스템에 장비의
네트워크 접속 시도 시
차단될 확률

• 시스템 진입 시에 발생

• 고객의 시스템 도착 시, 
시스템으로부터 고객의
시스템 진입이 차단될 확률

차단 확률
(Blocking 

Probability)

• e.g., 제한된 대역폭으로
인한 UE의 전송 패킷 손실

• 시스템 자원 상태 등에
영향을 받음

• 통신 시스템으로부터 처리
되지 못한 모든 장비 및
패킷의 비율

• 패킷 전송 중에 발생

• 차단 확률(Blocking 
Probability)과 동일한
용어로 활용됨

손실율
(Loss Rate)

• e.g., VPN 연결 도중 TLS 
세션 실패로 인한 연결 중단

• 시스템 내 고객 수(𝑛)와
시스템 자원 상태 등에
영향을 받음

• 통신 시스템에 접속된
장비의 연결이 중단될 비
율 (손실율과 동일한 용어)

• 서비스 중에 발생

• 시스템의 결정에 따라
서비스 중이던 고객이
퇴출되는 경우의 비율

드랍율
(Drop Rate)

• 대기행렬 및 통신 시스템에서 고객의 행동을 동반하는 확률의 종류 및 예시
𝑐: 서버 수, 𝐾: 시스템 수용 한계, 𝑛: 현재 시스템 내 고객 수, 𝐾 − 𝑐: 큐 최대 크기, 𝑛 − 𝑐: 현재 큐에 대기중인 고객 수

42* 위 표에서의 Rate와 Probability는 유사한 의미를 가지나, 주로 활용되는 단어로 정리됨
* 검정색 네모 박스는 해당 시스템에서 주로 활용되는 용어를 의미함
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(그림 8) (a) 대기행렬 시스템, (b) 통신 시스템에서의 주요 행동

• 대기행렬 및 통신 시스템에서 주요 행동의 관계

43

대기행렬 시스템에서의 주요 행동
1) 고객의 시스템 진입 주저(Balking)
2) 시스템의 고객 진입 차단(Blocking)
3) 큐에서의 고객 중도포기/이탈(Reneging)

통신 시스템에서의 주요 행동
1) 시스템 진입 시, 패킷 차단(Blocking)
2) 시스템 서비스 도중, 패킷 드랍(Drop)
3) 시스템 내 패킷 전송 중, 패킷 손실(Loss)
패킷 차단(Blocking), 패킷 드랍(Drop)은 결국 패킷 손실(Loss)로 이어지므로
모두 손실(Loss)로 볼 수 있음
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• 정의
• 고객이 시스템 진입을 주저(Balking)하는 M/M/c 큐 시스템

• 특징
• 고객의 행동 특성에 따라 다양한 모양의 함수를 가질 수 있음

• 시스템 내 고객 수가 아주 적어도 고객이 진입을 주저하는 경우도 있고,
고객 수가 상당히 많아도 주저하지 않고 시스템에 진입하는 경우도 있음

• 대부분은 시스템 내 어느 정도 고객이 있을 때, 새로 도착한 고객이 진입을 주저함

• 고객의 주저확률(Balking Probability)
• 𝟏 − 𝒃𝒏

• 𝒃𝒏 = 𝑷 시간 𝒕에 도착한 고객이 시스템에 들어감 𝑸 𝒕 = 𝒏 , 𝒏 ≥ 𝟎

• 시간 𝒕에서 시스템 상태가 𝑸 𝒕 = 𝒏인 경우, 고객이 시스템 진입을 결정할 확률
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• 고객의 시스템 진입 확률(1/2)
• 대부분 버퍼에 대기 중인 고객이 없을 경우(𝑛 ≤ 𝑐 ) 주저하지 않고 시스템으로 들어가고, 

버퍼에 대기 중인 고객이 있을 경우(𝑛 > 𝑐) 특정 비율로 시스템에 들어가길 주저함
• 𝒏: 시스템 내 고객 수, 𝒄: 서버 수

• 경우#1) 𝑛 > 𝑐인 경우, 고객의 시스템 진입 확률이 시스템 내 고객 수에 반비례하여 감
소함

• 𝒃𝒏 = ቐ
𝟏,  𝒏 ≤ 𝒄,
𝟏

𝒏ି𝒄ା𝟐
,   𝒏 > 𝒄

• e.g., 시스템 내 서버가 2개(𝑛 > 𝑐)인 경우, 𝒃𝒏 =
𝟏

𝒏
이 되어 시스템 내 고객 수의 역함수가 됨. 즉,

𝒃𝟑 = 𝟎. 𝟑𝟑, 𝒃𝟒 = 𝟎. 𝟐𝟓, 𝒃𝟓 = 𝟎. 𝟐, …

• 경우#2) 𝑛 > 𝑐인 경우, 고객이 시스템 진입 확률이 시스템 내 고객 수에 대해 지수함수
적으로 감소함

• 𝒃𝒏 = ቊ
𝟏,  𝒏 ≤ 𝒄,

𝜶𝒏ି𝒄ା𝟏,  𝒏 > 𝒄, 𝟎 < 𝜶 < 𝟏
• e.g., 시스템 내 서버가 2개(𝑛 > 𝑐)인 경우, 𝒃𝒏 = 𝜶𝒏ି𝟏이 되어 시스템 내 고객 수의 지수함수가

되고, 이 경우에 𝛂 < 𝟏이므로 𝒃𝒏은 𝒏에 대해 지수함수적으로 감소함. 즉, 𝒃𝟑 = 𝟎. 𝟐𝟓, 𝒃𝟒 =
𝟎. 𝟏𝟐𝟓, 𝒃𝟓 = 𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟓, …



네트워크 설계, 대기 시스템 모델링 시 고객 민감도를 반영해야 하는 경우,
대기열이 존재하는 시스템에서는 경우#1,#2와 같이 진입 확률을 조정하여 시뮬레이션 정확도를 향상할 수 있으나, 

5G 무선 접속 시도와 같은 상황에서는 경우#3과 같이 시스템 포화 시 차단하는 구조를 활용할 수 있다.
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• 고객의 시스템 진입 확률(2/2)
• 대부분 버퍼에 대기 중인 고객이 없을 경우(𝑛 ≤ 𝑐 ) 주저하지 않고 시스템으로 들어가고, 

버퍼에 대기 중인 고객이 있을 경우(𝑛 > 𝑐) 특정 비율로 시스템에 들어가길 주저함
• 𝒏: 시스템 내 고객 수, 𝒄: 서버 수

• 경우#3) 𝑛 > 𝑐인 경우, 고객이 시스템에 진입하기를 포기함

• 𝒃𝒏 = ቊ
𝟏, 𝒏 ≤ 𝒄,
𝟎, 𝒏 > 𝒄

• 이 경우를 브러킹 확률(Blocking Probability)라고 부르기도 함
적용 예시특징그래프 양상구분

• e.g., 병원 응급실에서는 대기시간이 길어도 진료받기 위해 대기
함. 시스템 내 환자 수가 증가할수록 진료를 즉시 받을 가능성이
감소함에도 불구하고 환자들은 병원 진입을 시도함

• 대기열이 길어도 대기하는 상황
• 혼잡이 심해질수록 고객 진입률이

점진적으로 감소함
역함수적 감소경우#1

• e.g., 실시간 스포츠 중계를 시청하고자 할 때, 네트워크 지연이
발생하여 스트리밍 품질이 저하될 경우, 시청자가 스트리밍을
중단하거나 다른 플랫폼으로 이동할 수 있음

• 대기열이 길어지면 대기하는 것을
포기하는 상황

• 혼잡이 조금만 증가해도 진입을
급격히 포기

지수적 감소경우#2

• e.g., 한 지역의 기지국에서 동시 처리 가능한 접속 수는 제한되어
있으나, 특정 시간대에 사용자들이 몰려서 기지국 채널이 모두
점유될 경우, 이후에 접속을 시도하는 사용자는 대기 없이 바로
접속이 거절됨

• 대기열이 존재하지 않는 상황
• 대기할 자리가 없을 시 바로 차단됨- (완전 차단)경우#3
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• 고객 평균도착률 및 평균서비스율
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 시스템 상태에 따라 달라짐

• 𝝀𝒏 = ቊ
𝝀,  𝒏 ≤ 𝒄,

𝝀𝒃𝒏,   𝒏 > 𝒄

• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 기존 M/M/c 큐와 동일함

• 𝝁 = ቊ
𝒏𝝁,  𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝒄,

𝒄𝝁,  𝒏 > 𝒄

• 상태전이방정식(State Transition Equation)
• M/M/c 큐와 동일하게 고객 도착 및 출발이 동시에 일어나지 않음을 가정함
• 시스템 상태를 𝑘라고 할 때, 𝑘 ≤ 𝑐에 대한 시스템 상태확률

• 𝝀𝒑𝒌ି𝟏: 시스템에 고객 𝒌 − 𝟏명이 들어와서 상태가 𝒌가 될 확률
• 𝒌𝜷𝒑𝒌: 시스템에 고객 𝒌명이 있다가 서비스를 받고 나가면서 상태가 𝒌 − 𝟏이 될 확률

(그림 9) M/M/c-B 상태전이 구조

𝝀𝒑𝟎 = 𝝁𝒑𝟏,
𝝀𝒑𝟏 = 𝟐𝝁𝒑𝟐, …
…
𝝀𝒑𝒌ି𝟏 = 𝒌𝜷𝒑𝒌
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• 시스템 상태확률(State Probability)

• 𝒑𝒌 =

𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎, 𝒌 ≤ 𝒄,

𝒄𝒄𝒑𝒌

𝒄!
𝜷𝒌𝒑𝟎, 𝒌 > 𝒄

시스템 상태(𝑘)가 서버 수(𝑐)일 때까지는
일반적인 M/M/c 큐와 동일함

𝑝ଵ =
𝜆

𝜇
𝑝଴, 𝑝ଶ =

𝜆

2𝜇
𝑝ଵ =

𝜆ଶ

2𝜇ଶ
𝑝଴, …

𝑝ଵ = 𝛾𝑝଴, 𝑝ଶ =
𝜆

2𝜇
𝑝ଵ =

1

2
𝛾ଶ𝑝଴,  𝒑𝒌 =

𝟏

𝒌!
𝜸𝒌𝒑𝟎

상태전이방정식을
상태 𝑛 > 0에 대하여

𝑝௡으로 표기

𝛾 =
ఒ

ఓ
활용

𝜆𝑏஼𝑝௖ = 𝑐𝜇𝑝௖ାଵ,
𝜆𝑏௖ାଵ𝑝௖ାଵ = 𝑐𝜇𝑝௖ାଶ

𝑝௖ାଵ =
𝑏௖

𝑐
𝛾𝑝௖ =

𝑏௖𝛾௖ାଵ

𝑐! 𝑐
𝑝଴, 𝑝௖ାଶ =

𝑏௖ାଵ

𝑐
𝛾𝑝௖ାଵ =

𝑏௖𝑏௖ାଵ𝛾௖ାଶ

𝑐! 𝑐ଶ
𝑝଴

𝑘 = 𝑐 + 1인 상태에 대한
상태전이방정식

0 ≤ 𝒌 ≤ 𝒄

𝒌 > 𝒄

𝜆𝑏௞ିଵ𝑝௞ିଵ = 𝑐𝜇𝑝௞, 𝑝௞ =
𝑏௖𝑏௖ାଵ … 𝑏௞ିଵ𝛾௞

𝑐! 𝑐௞ିଵ
𝑝଴

𝑝௞ =
𝑐௖𝛽௞𝜌௞

𝑐!
𝑝଴ =

𝒄𝒄𝒑𝒌

𝒄!
𝜷𝒌𝒑𝟎, 𝑘 > 𝑐

𝜌 = 𝛾/𝑐,
𝛽௞ = 𝑏௖𝑏௖ାଵ … 𝑏௞ିଵ 활용
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• 정의
• 시스템이 수용가능한 고객 수가 𝐾명으로 유한한 M/M/c-B 큐 시스템

• 상태전이방정식(State Transition Equation)
• 임의의 𝑘(𝑘 < 𝑐)에 대해 M/M/c-B 큐의 도착 및 서비스 관계가 동일하며,

𝑐 < 𝑘 < 𝐾인 경우에는 다음과 같음
• 𝝀𝒃𝒌ି𝟏𝒑𝒌ି𝟏 = 𝒄𝝁𝒑𝒌

• 시스템 상태확률(State Probability)
• 𝒑𝒌 =

𝒃𝒄𝒃𝒄శ𝟏…𝒃𝒌ష𝟏𝜸𝒌

𝒄!𝒄𝒌ష𝒄 𝒑𝟎,   𝒄 < 𝒌 ≤ 𝑲

• 시스템 초기 상태확률
• 𝒑𝟎 = ∑

𝟏

𝒏!
𝜸𝒏𝒄

𝒏ୀ𝟎 +
𝒄𝒄

𝒄!
∑ 𝜷𝒏𝝆𝒏𝑲

𝒏ୀ𝒄ା𝟏

ି𝟏

기존 M/M/c-B 큐에서도 활용한 상태확률
𝒑𝒏 =

𝜸𝒌

𝒄!𝒄𝒌ష𝒄 𝒑𝟎에 진입확률(𝒃𝒏)을 곱한 값

𝜷𝒏: 진입확률(𝒃𝒏)과 동일
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• 시스템 상태확률(State Probability)

• 𝒑𝒌 =

𝝌𝒌𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎,  𝒌 ≤ 𝒄,

𝒄𝒄𝝌𝒌𝝆𝒌

𝒄!
𝒑𝟎,   𝒌 > 𝒄

𝜆𝑏଴𝑝଴ = 𝜇𝑝ଵ, 𝜆𝑏ଵ𝑝ଵ = 2𝜇𝑝ଶ, 𝜆𝑏௞ିଵ𝑝௞ିଵ = 𝑘𝜇𝑝௞

𝒌 ≤ 𝒄
𝑝ଵ = 𝑏଴𝛾𝑝଴, 𝑝ଶ =

1

2
𝑏ଵ𝛾𝑝ଵ =

1

2
𝑏ଵ𝑏଴𝛾ଶ𝑝଴, 𝑝௞ =

1

𝑘!
𝑏௞ିଵ … 𝑏ଵ𝑏଴𝛾௞𝑝଴

𝒑𝒌 =
𝟏

𝒌!
𝝌𝒌𝜸𝒌𝒑𝟎, 𝑘 ≤ 𝑐𝜒௞ = 𝑏௞ିଵ … 𝑏ଵ𝑏଴ 대입

𝜆𝑏௖𝑝௖ = 𝑐𝜇𝑝௖ାଵ, 𝜆𝑏௖ାଵ𝑝௖ାଵ = 𝑐𝜇𝑝௖ାଶ, 𝜆𝑏௞ିଵ𝑝௞ିଵ = 𝑐𝜇𝑝௞

𝒌 > 𝒄
𝑝௖ାଵ =

𝑏௖

𝑐
𝛾𝑝௖, 𝑝௖ାଶ =

𝑏௖ାଵ

𝑐
𝛾𝑝௖ାଵ, 𝑝௞ =

𝑏௞ିଵ

𝑐
𝛾𝑝௞ିଵ

상태 𝑘 = 𝑐 + 1인
상태전이방정식

𝑝௖ାଵ =
𝑏௖

𝑐
𝛾𝑝௖ =

𝜒௖ାଵ𝛾௖ାଵ

𝑐! 𝑐
𝑝଴, 𝑝௖ାଶ =

𝑏௖ାଵ

𝑐
𝛾𝑝௖ାଵ =

𝜒௖ାଶ𝛾௖ାଶ

𝑐! 𝑐ଶ
𝑝଴,

𝑝௞ =
𝑏௞ିଵ

𝑐
𝛾𝑝௞ିଵ =

𝒄𝒄𝝌𝒌𝝆𝒌

𝒄!
𝒑𝟎

𝝌𝒌 = 𝒃𝒌ି𝟏 … 𝒃𝟏𝒃𝟎을 의미



3

51

• 시스템 포화상태인 상태확률
• 고객이 시스템 진입을 거부당할 확률을 의미함 (시스템 상태 𝑘 = 𝐾)
• 𝒑𝑲 =

𝒄𝒄𝝌𝑲𝝆𝑲

𝒄!
𝒑𝟎

• 시스템 내 고객 평균 수(Average Number of Customers in System)
• 𝑬 𝑵 = ∑ 𝒌𝒑𝒌

𝑲
𝒌ୀ𝟎

• 시스템 내 고객 평균체재시간(Mean Sojourn Time)
• 𝑬 𝑾 =

𝑬 𝑵

𝝀 𝟏ି𝒑𝑲

리틀의 공식(Little’s Law) 활용
𝑬 𝑵 = 𝝀 × 𝑬 𝑾

(시스템 내 평균 고객 수 = 평균도착률 × 평균체재시간)
*평균 고객 수=서비스 중인 고객 수+대기 중인 고객 수

실제로 시스템에 들어온 고객의 유효 도착률(Effective Arrival Rate), 
즉 시스템이 포화상태인 경우를 제외한 실제 유입률로

평균체재시간(Mean Sojourn Time)을 계산해야 함: 𝜆௘௙௙ = 𝜆 1 − 𝑝௄



• 브러킹확률(𝑃௄) 즉, 고객 수가 𝐾명일 상태확률: 𝑝௄ =
௖೎ఞ಼ఘ಼

௖!
𝑝଴

• 𝜒௞ = 𝑏௞ିଵ … 𝑏ଵ𝑏଴,  𝑝଴ = ∑
ఞ೙

௡!
𝛾௡௖

௡ୀ଴ +
௖೎

௖!
∑ 𝜒௡𝜌௡ஶ

௡ୀ௖ାଵ

ିଵ

• 브러킹확률은 부하의 크기에 민감하게 반응하므로 브러킹확률을
기수가 10인 로그값으로 표시함

• 그렇게 하지 않는 경우, 작은 부하 값에 대하여 브러킹확률이 거의 모두
0에 근접하게 되어 성능 차이를 구별할 수 없게 됨

• 시스템 부하(Offered Load) 또는 고객의 시스템 안으로 들어갈
확률(𝑏௡)이 증가할수록 브러킹확률은 높아짐

• 고객이 시스템에 도착했을 때 서버가 모두 서비스 중이어서 고객이 시스템 진입을 주저하는 큐에서는
고객의 동작 관련 파라미터(𝛼)에 대해 대체적으로 브러킹확률이 낮음

• 따라서, 고객의 주저행동이 큐에 미치는 효과는 상당히 크다고 할 수 있음
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M/M/c-B 큐에서 각 서버의 서비스율은 1로 정규화된다고 가정하고, 𝐾 = 20, 𝑐 = 10 그리고 시스템에 도착한
고객이 시스템 안으로 들어갈 확률인 𝑏௡은 다음과 같이 주어진다고 하자.

𝑏௡ = ቊ
1, 𝑛 ≤ 𝑐,

𝛼௡ି௖ାଵ, 𝑛 > 𝑐, 0 < 𝛼 < 1

이때 고객의 동작에 대한 파라미터인 𝛼 = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7의 각 경우를 가정하고 시스템의 평균부하가
0.1부터 0.9까지 변화할 경우에 대하여 고객의 브러킹확률(Blocking Probability)을 구하고, 그 결과가 가지고
있는 물리적 의미를 논하라.

(그림 10) M/M/c-B 큐 브러킹확률

브러킹(Blocking): 고객 수가 𝐾일 경우, 새로 도착한 고객은
버퍼에 빈 공간이 없으므로 시스템 내로 들어올 수 없음
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• 정의
• 시스템 상태와 무관하게 고객이 시스템 진입하여 대기하다가, 시간이 지나도 서비스

차례가 오지 않는 경우에 서비스 받는 것을 중도 포기(Reneging)하는 M/M/c 큐 시스템

• 고객 중도포기에 관한 확률모형
• 가정#1) 시스템 내 큐에서 자신의 차례를 기다리는 특정 고객이 시간(𝑑)이 지나도

차례가 오지 않는 경우에 시스템을 떠난다고 가정함
• 고객의 중도포기 확률은 큐에서 자신보다 앞에 대기중인 고객 수에 따라 지수함수

의 형태로 결정되며, 평균 𝒗의 속도로 시스템을 떠난다고 가정함
• 𝒗: 평균 중도포기율(Reneging Rate)

• 가정#2) 고객 대기시간이 길어질수록 해당 고객은 큐의 상태가 낮은 위치에 있게 됨
• 고객의 시스템 도착 당시 큐에 이미 대기중인 고객이 𝑳명인 경우, 서버는 먼저

도착한 고객을 순서대로 처리하므로 시간이 지나면 해당 고객이 위치한 큐의
상태가 𝑳에서 서버 쪽으로 가까워짐

• 그러나 해당 고객은 시간이 지날수록 큐에 있을 확률이 낮아짐

위 가정에서 해당 고객의 대기시간(𝑑)과 해당 고객이 위치하고 있는 큐의 상태를 나타내는 변수(𝑥) 간의
관계를 구할 수 있으며, 이로부터 해당 고객의 중도포기에 대한 확률밀도함수 𝑓(𝑥)를 구할 수 있음
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• 고객 중도포기에 대한 확률밀도함수(PDF)
• 𝒇 𝒙 = 𝒗𝒆ି𝒗𝒙: 고객 지연에 대한 민감도를 의미

• 𝒙가 커질수록 고객이 큐에서 오래 대기한 것으로
간주하며, 고객이 중도포기할 확률은 낮아짐

• 고객 중도포기율(Reneging Rate)
• 시각 𝒕에서 고객 수가 𝑸(𝒕) = 𝒏일 때, 고객이 시각 𝒕까지 대기하다가 (𝒕, 𝒕 + 𝒅𝒕) 사이에

시스템을 떠날 확률

• 𝑷 𝒕까지 기다리던 고객이 𝒕, 𝒕 + 𝒅𝒕 사이에 떠남 𝑸 𝒕 = 𝒏 = ቊ
𝒗𝒅𝒕 + 𝒐 𝒅𝒕 , 𝒏 > 𝒄,

𝟎, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝒄

• 𝑸(𝒕) = 𝒏: 시각 𝑡에서 시스템 내 고객 수
• 𝒄: 시스템 내 서버 수
• 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝒄인 경우, 실제로 큐에서 대기중인 고객이 없으므로 중도포기율은 0임
• 𝒏 > 𝒄인 경우, 큐에 대기중인 고객이 있으므로 중도포기율은 매우 작은 시간구간과

중도포기율의 곱(𝒗𝒅𝒕)으로 표시함

(그림 11) 고객 중도포기 확률밀도함수

고객의 평균 중도포기율 𝑣 = 0.5(시간)인 시스템에서,
고객이 1시간 이내에 중도포기할 확률은 약 39.3%이다.



3

55

• 고객 평균도착률 및 평균서비스율
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 시스템 상태와 무관함

• 𝝀𝒏 = 𝝀, 𝒏 ≥ 𝟎
• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 시스템 상태에 따라 달라짐

• 𝝁𝒏 = ቊ
𝒏𝝁, 𝟎 ≤ 𝒏 < 𝒄,

𝒄𝝁 + 𝒏 − 𝒄 𝝂, 𝒏 ≥ 𝒄

• 𝟎 ≤ 𝒏 < 𝒄인 경우, 큐에 대기중인 고객이 없으므로 일반적인 M/M/c 큐와 동일함
• 𝒏 ≥ 𝒄인 경우, 큐에 대기중인 고객이 있으므로 중도포기하는 고객이 생길 수 있음

• 모든 서버가 고객을 서비스 중이므로 서비스율은 최소한 𝑐𝜇임
• 중도포기율은 서비스율에 포함되므로, 큐에 대기중인 고객 수인 𝑛 − 𝑐에 평균중도포기율

인 𝑣를 곱한 만큼의 값이 더해져야 함



𝑝௖ାଵ =
𝜆

𝑐𝜇 + 𝑣
𝑝௖, 𝑝௖ାଶ =

𝜆ଶ

𝑐𝜇 + 2𝑣 𝑐𝜇 + 𝑣
𝑝௖
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• 시스템 상태확률(State Probability)

• 𝒑𝒌 = ൞

𝜸𝒌

𝒌!
𝒑𝟎, 𝒌 ≤ 𝒄,

𝒄𝒄

𝒄!
𝝃𝒌ି𝒄𝝆𝒌𝒑𝟎, 𝒌 > 𝒄

𝜆𝑝଴ = 𝜇𝑝ଵ, 𝜆𝑝ଵ = 2𝜇𝑝ଶ, 𝜆𝑝௞ିଵ = 𝑛𝜇𝑝௞

𝟎 ≤ 𝒌 ≤ 𝒄 𝑝ଵ = 𝛾𝑝଴, 𝑝ଶ =
1

2
𝛾𝑝ଵ =

1

2
𝛾ଶ𝑝଴, 𝒑𝒌 =

𝟏

𝒌!
𝜸𝒌𝒑𝟎, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑐

𝛾 = 𝜆/𝜇 적용

𝜆𝑝௖ = 𝑐𝜇 + 𝑣 𝑝௖ାଵ, 𝜆𝑝௖ାଵ = 𝑐𝜇 + 2𝑣 𝑝௖, 

𝒌 > 𝒄

상태 𝑘 = 𝑐 + 1, 𝑐 + 2에
대한 상태전이방정식

𝜁௟ = 𝑐𝜇 + 𝑣 𝑐𝜇 + 2𝑣 … 𝑐𝜇 + 𝑙𝑣
ିଵ

= ෑ 𝑐𝜇 + 𝑖𝑣

௟

௜ୀଵ

ିଵ

= 𝑐𝜇 ௟ ෑ 1 +
𝑖𝑣

𝑐𝜇

௟

௜ୀଵ

ିଵ

=
𝜉௟

𝑐𝜇 ௟

• 시스템 초기 상태확률

• 𝒑𝟎 = ∑
𝜸𝒊

𝒊!
𝒄
𝒊ୀ𝟎 +

𝒄𝒄

𝒄!
∑ 𝝆𝒋𝝃𝒋ି𝒆

ஶ
𝒋ୀ𝒄ା𝟏

ି𝟏

𝜉௟ = ෑ 1 +
𝑖𝑣

𝑐𝜇

௟

௜ୀଵ

ିଵ

치환 𝑝௖ା௟ = 𝜆௟𝜁௟𝑝௖

𝑝௞ = 𝜆௞ି௖𝜁௞ି௖𝑝௖, 𝑘 > 𝑐

𝑐 + 𝑙을
𝑘로 표현

𝒑𝒌 =
𝒄𝒄𝝆𝒌

𝒄!
𝝃𝒌ି𝒄𝒑𝟎

𝑝௖를 대입

상태 𝑘 = 𝑐 + 𝑙일 때
중도포기율 누적값( 𝜉௟ )

이탈률의 합을
𝜁௟로 표기
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M/M/c-R 큐에서 각 서버의 서비스율은 1로 정규화된다고 가정하고 𝐾 = 20, 𝑐 = 10, 𝑓 𝑥 = 𝑣𝑒ି௩ 라고 하자.
이때 𝑣 = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7의 각 경우를 가정하여 평균부하가 0.1부터 0.9까지 변화할 경우에 대하여 고객의
브러킹확률(Blocking Probability)을 구하고, 그 결과가 가지고 있는 물리적인 의미를 논하라.

• 브러킹확률(𝑃௄) 즉, 고객 수가 𝐾명일 상태확률: 𝑝௞ =
௖೎

௖!
𝜉௄ି௖𝜌௄𝑝଴

• 브러킹확률은 부하의 크기에 민감하게 반응하므로 브러킹확률을
기수가 10인 로그값으로 표시함

• 그렇게 하지 않는 경우, 작은 부하 값에 대하여 브러킹확률이 거의 모두
0에 근접하게 되어 성능 차이를 구별할 수 없게 됨

• 시스템 부하(Offered Load)가 증가할수록 브러킹확률은
지수적으로 증가하나, 고객의 평균중도포기율(𝑣)이 증가해도
브러킹확률은 크게 변화하지 않음

• 일단 고객이 큐에 들어온 이상 일정 시간이 지나지 않으면 나가지 않는 성질 때문

• M/M/c-B 큐에 비해 M/M/c-R 큐가 같은 조건에서 높은 브러킹확률을 가짐
• M/M/c-B 큐는 시스템 서버가 모두 점유된 경우 고객이 아예 시스템 안으로 들어오지 않음
• M/M/c-R 큐는 시스템 서버가 모두 점유된 상태에서도 고객이 시스템 내로 들어옴

브러킹(Blocking): 고객 수가 𝐾일 경우, 새로 도착한 고객은
버퍼에 빈 공간이 없으므로 시스템 내로 들어올 수 없음

(그림 12) M/M/c-R 큐 브러킹확률
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어느 클라우드 서버 인프라에서는 백엔드 처리 서버가 4대로 구성되어 있고, 외부에서 도착하는 요청들을
동시에 처리할 수 있다. 이때 도착하는 요청은 초당 5,000개이며, 각 서버는 평균적으로 하나의 요청을 처리
하는 데 0.5ms가 소요된다. 시스템이 안정적인지 분석하고, 평균대기시간과 평균체재시간을 구하여라.

• 평균도착률: 𝜆 = 5,000 req/s
• 서버 수: 𝑐 = 4

• 평균서비스시간: 0.5 𝑚𝑠 = 0.0005 𝑠

• 평균서비스율: 𝜇 = 2,000 req/s

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
=

ହ,଴଴଴

ଶ,଴଴଴
=

ହ

ଶ
, 𝜌 =

ఊ

௖
=

ହ

ସ×ଶ
= 0.625 (𝜌 < 1이므로 안정적임)

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
+

ఊ೎

௖!
×

ଵ

ଵିఘ
௖ିଵ
௡ୀ଴

ିଵ

= ∑
ଶ.ହ೙

௡!
+

ଶ.ହ೎

ସ!
×

ଵ

ଵି଴.଺ଶହ
ଷ
௡ୀ଴

ିଵ

≈ 0.0737

• 평균 대기 고객 수: 𝐸 𝑁ொ = 𝑝଴ ×
ఊ೎×ఘ

௖! ଵିఘ మ = 0.0737 ×
ଶ.ହర×଴.଺ଶହ

ଶସ× ଵି଴.଺ଶହ మ ≈ 0.533

• 평균대기시간: 𝐸 𝑊ொ =
ா ேೂ

ఒ
=

଴.ହଷଷ

ହ,଴଴଴
≈ 0.0001066𝑠 = 106.6𝜇𝑠

• 평균체재시간: 𝐸 𝑊 = 𝐸 𝑊ொ +
ଵ

ఓ
= 0.0001066 + 0.0005 = 0.0006066𝑠 = 606.6𝜇𝑠

∴ 시스템은 안정적이고, 평균대기시간은 𝟏𝟎𝟔. 𝟔𝝁𝒔, 평균체재시간은 𝟔𝟎𝟔. 𝟔𝝁𝒔임
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• 평균도착률: 𝜆 =
ଷ

ଶସ
× 1,000 = 125회/시간

• 평균서비스시간: 30분 =
ଵ

ଶ
시간

• 평균서비스율: 𝜇 = 2

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
=

ଵଶହ

ଶ
= 62.5

• 연결 거절률이 1% 이하로 정의하였으므로, 얼랑-B 공식을 통해 포트 수(𝑐) 계산: 𝐸 𝑐, 𝛾 =
ം೎

೎!

∑
ംೖ

ೖ!
೎
ೖసబ

≤ 0.01

• 얼랑-B표로부터 𝑐 = 71일 때, 0.89%로 1% 이하가 됨

∴ 최소한 71개의 포트를 갖춘 라우터가 필요함

통신사는 1,000명의 기업 고객이 사용하는 VPN 연결 전용 라우터를 구축하고자 한다. 고객은 평균적으
로 하루에 3번 VPN 회선을 통해 본사 또는 클라우드로 접속하고, VPN 연결은 평균적으로 30분 동안 유
지되며 일정 대역폭을 점유한다. 이때 VPN 연결 요청이 몰릴 때도 연결 거절률이 1% 이하가 되도록 하는
것이 목표이며, 이를 위해 라우터에 필요한 포트 수를 구하여라.
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• 평균도착률: 𝜆 = 10

• 평균서비스율: 𝜇 = 5

• 서버 수: 𝑐 = 4

• 현재 기지국 A에 접속 중인 단말 수: 𝑛 = 6

• 단말의 행동 파라미터: 𝛼 = 0.5

• 기지국 A에 연결 시도할 확률: 𝑏଺ = 𝛼଺ିଷ = 0.5ଷ = 0.125

• 기지국 B로 우회할 확률: 1 − 𝑏௡ = 1 − 0.125 = 0.875

∴ 기지국 A에 연결 시도할 확률은 12.5%, 기지국 B로 우회할 확률은 87.5%임

이동통신 시스템에서 사용자는 이동 중이며, 특정 지역에서 기지국 A와 기지국 B의 커버리지 경계에 도달
하였다. 단말은 먼저 기지국 A로 핸드오버를 시도하며 평균적으로 초당 10개의 연결을 요청하고, 기지국
A는 최대 4개의 단말을 동시에 수용할 수 있으며, 평균적으로 초당 5개의 연결을 수립한다. 이때 단말은
기지국 상태에 따라 연결을 시도하고, 다른 기지국으로 우회하는 경우도 있다. 단말의 연결 시도 확률은
기지국 상태(𝑛)에 따라 다음과 같이 정의되고, 단말의 행동 파라미터는 𝛼 = 0.5이다.

𝑏௡ = ቊ
1, 𝑛 ≤ 𝑐

𝛼௡ି௖ାଵ, 𝑛 > 𝑐

현재 기지국 A에는 6명 접속 중이며, 상태에 따라 연결 성공 확률이 낮아지며, 이때 새로 연결을 시도하는
단말이 기지국 A에 연결 시도할 확률과 기지국 B로 우회할 확률은 얼마인가?
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• 평균도착률: 𝜆 = 300건/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 100건/초
• 서버 수: 𝑐 = 4

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 3, 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଷ

ସ
= 0.75 (𝜌 < 1 이므로 시스템은 안정적인 상태임)

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
+

ఊ೎

௖!
×

ଵ

ଵିఘ
௖ିଵ
௡ୀ଴

ିଵ

= ∑
ଷ೙

௡!
+

ଷ೎

ସ!
×

ଵ

ଵି଴.଻ହ
ଷ
௡ୀ଴

ିଵ

≈ 0.0377

• 시스템 상태확률: 𝑝௖ =
௖೎ఘ೎

௖!
𝑝଴ =

ସర×଴.଻ହర

ସ!
× 0.0377 ≈ 0.1274

• 평균 대기 고객 수: 𝐸[𝐿௤] =
ఘ௣೎

ଵିఘ మ =
଴.଻ହ×଴.ଵଶ଻ସ

ଵି଴.଻ହ మ = 1.528

• 고객 평균대기시간: 𝐸 𝑊௤ =
ா ௅೜

ఒ
=

ଵ.ହଶ଼

ଷ଴଴
≈ 0.00509초 = 5.09ms

• 시스템 평균체재시간: 𝐸 𝑊 = 𝐸 𝑊௤ +
ଵ

ఓ
= 0.00509 + 0.01 = 0.01509초 = 15.09𝑚𝑠

∴ 평균대기시간은 5.09ms, 시스템 내 평균 체재시간은 15.09ms이고, 시스템은 안정 상태임

어느 대규모 IDS 센터에서는 4개의 IDS 분석 서버가 수천 개의 네트워크 센서로부터 실시간으로 침해 탐
지 로그를 수집하여 분석한다. 이 센터의 탐지 이벤트는 포아송분포를 따라 초당 평균 300건이 발생하며,
각 IDS 분석 서버는 지수적인 시간 동안 초당 100건의 이벤트를 처리할 수 있다. 이때 이 센터에서의 침해
탐지 로그 분석 서비스를 위한 이벤트의 평균 대기시간과 시스템 내 평균 체재시간을 구하라. 또한, 이 센
터의 시스템이 과부하 상태인지 분석하고, 서버의 증설이 필요한지 판단하라.
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• 서버의 증설 여부를 판단하기 위해서는 시스템 안정성뿐만 아니라 대기 시간이 길거나 대기 중인 고객이 많은 경우, 
즉 서비스 품질이 저하되는 경우를 고려 해야 함

• 현재 고객 평균대기시간은 5.09ms이나 이를 1ms 이하로 서비스를 개선하고자 하는 경우의 평균 대기 고객 수: 

𝐸 𝑊௤ =
ா ௅೜

ఒ
= 5.09𝑚𝑠, 𝐸 𝐿௤ = 𝐸 𝑊௤ × 𝜆 = 0.001𝑠 × 300 = 0.3

• 따라서, 서버를 1개 이상 증설하여 총 5개 이상 활용하는 경우, 평균대기시간을 1ms 이하로 유지할 수 있음

∴ 그러나 현재 안정적인 시스템임에 따라 증설이 필수적으로 요구되지 않음

어느 대규모 IDS 센터에서는 4개의 IDS 분석 서버가 수천 개의 네트워크 센서로부터 실시간으로 침해 탐
지 로그를 수집하여 분석한다. 이 센터의 탐지 이벤트는 포아송분포를 따라 초당 평균 300건이 발생하며,
각 IDS 분석 서버는 지수적인 시간 동안 초당 100건의 이벤트를 처리할 수 있다. 이때 이 센터에서의 침해
탐지 로그 분석 서비스를 위한 이벤트의 평균 대기시간과 시스템 내 평균 체재시간을 구하라. 또한, 이 센
터의 시스템이 과부하 상태인지 분석하고, 서버의 증설이 필요한지 판단하라.

평균대기시간(𝑬 𝑾𝒒 )평균대기 고객 수(𝑬 𝑳𝒒 )시스템 부하(𝝆)서버 수(𝒄)

5.09 ms1.530.754

0.8 ms0.240.65

0.27 ms0.080.56
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• 평균도착률: 𝜆 = 120요청/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 50요청/초
• 서버 수: 𝑐 = 3

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
=

ଵଶ଴

ହ଴
= 2.4, 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଶ.ସ

ଷ
= 0.8 (𝜌 < 1 이므로 시스템은 안정적임)

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
+

ఊ೎

௖!
×

ଵ

ଵିఘ
௖ିଵ
௡ୀ଴

ିଵ

= ∑
ଶ.ସ೙

௡!
+

ଶ.ସయ

ଷ!
×

ଵ

ଵି଴.଼
ଶ
௡ୀ଴

ିଵ

≈ 0.0562

• 시스템 상태확률: 𝑝௖ =
௖೎ఘ೎

௖!
𝑝଴ =

ଷయ×଴.଼య

ଷ!
× 0.0562 ≈ 0.1296

• 평균 대기 고객 수: 𝐸[𝐿௤] =
ఘ௣೎

ଵିఘ మ =
଴.଼×଴.ଵଶଽ଺

ଵି଴.଼ మ ≈ 2.592

• 고객 평균대기시간: 𝐸 𝑊௤ =
ா ௅೜

ఒ
=

ଶ.ହଽଶ

ଵଶ଴
≈ 0.02162초 = 21.6ms

• 시스템 평균체재시간: 𝐸 𝑊 = 𝐸 𝑊௤ +
ଵ

ఓ
= 0.02162 + 0.02 = 0.0416초 = 41.6𝑚𝑠

∴ 전체 인증처리 지연 시간이 100ms를 초과하지 않는다는 것은 𝑬 𝑾 < 𝟏𝟎𝟎𝒎𝒔를 의미하며, 
현재 𝑬 𝑾 = 𝟒𝟏. 𝟔𝐦𝐬이므로 서버 증설이 필요하지 않음

OAuth 또는 SSO 기반 인증 시스템에서는 사용자의 인증 요청이 집중될 경우, 인증 토큰을 생성하는 서버 클
러스터 3대가 병렬로 요청을 처리한다. 사용자 인증 요청은 초당 평균 120건 발생하며, 각 인증 서버는 지수
분포를 따르는 서비스 시간을 갖고 평균적으로 초당 50건의 인증 요청을 처리할 수 있다. 또한, 이 시스템은 서
비스의 안전성과 인증 지연 최소화를 동시에 고려하며, 특히 실시간 서비스 품질을 유지하기 위해 전체 인증
처리 지연 시간이 100ms를 초과하지 않을 것이 요구된다. 이때 현재 시스템에서의 요청 처리 평균 대기시간
과 안정성을 분석하라. 또한, 인증 지연 100ms 초과를 방지하기 위해 인증 서버를 얼마나 증설해야 하는가?
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• 평균도착률: 𝜆 = 8건/분
• 평균서비스율: 𝜇 = 1건/분
• 서버 수: 𝑐 = 10

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 8, 𝜌 =

ఊ

௖
=

଼

ଵ଴
= 0.8 (𝜌 < 1 이므로 시스템은 안정적임)

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
+

ఊ೎

௖!
×

ଵ

ଵିఘ
௖ିଵ
௡ୀ଴

ିଵ

= ∑
଼೙

௡!
+

଼భబ

ଵ଴!
×

ଵ

ଵି଴.଼
ଽ
௡ୀ଴

ିଵ

≈ 0.000372

• 시스템 상태확률: 𝑝௖ =
௖೎ఘ೎

௖!
𝑝଴ =

ଵ଴భబ×଴.଼భబ

ଵ଴!
× 0.000372 = 0.0415

• 세션 평균대기시간: 𝐸 𝑊௤ =
௣೎

௖ఓ ଵିఘ మ =
଴.଴ସଵହ

ଵ଴×ଵ ଵି଴.଼ మ = 0.5187분

• 시스템 평균체재시간: 𝐸 𝑊 = 𝐸 𝑊௤ +
ଵ

ఓ
= 0.5187 + 1 = 1.5187분

• 시스템 내 평균 세션 수: 𝐸 𝑁 = 𝜆 × 𝐸 𝑊 = 5 × 1.5187 = 7.5935

• 평균 대기 세션 수: 𝐸 𝐿௤ = 𝜆 × 𝐸 𝑊௤ = 5 × 0.5187 = 2.5935

기업의 네트워크 인프라에는 다수의 원격지 클라이언트들이 동시에 VPN 연결을 요청하는 상황이 발생한
다. 이 시스템은 사용자의 접속 요청을 처리하기 위해 병렬 VPN 채널을 운영하며, 평균적으로 분당 8건의
VPN 세션 연결 요청이 도착한다. 각 세션은 평균 1분 동안 유지되며, 시스템은 최대 10개의 VPN 채널을
동시에 할당할 수 있다. 이 시스템에서 평균 세션 수와 평균 대기시간을 구하고, 사용자가 도착했을 때 즉
시 채널에 할당되는 서비스 가능률을 계산하라.
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• 새로 도착한 고객이 대기해야 할 확률: 𝑃௪ =
௣೎

ଵିఘ
=

଴.଴ସଵହ

ଵି଴.଼
= 0.2075

• 서비스 가능률: 1 − 𝑃௪ = 0.7925

(𝑃௪는 새로 도착한 고객이 대기해야 할 확률이므로, 전체에서 이를 뺀 확률이 서비스 가능률이 됨)

∴ 평균 세션 수는 약 7개이고, 평균 대기시간은 0.5분이며, 서비스 가능률은 약 79%임
추가적으로, 새로운 고객이 원격 접속을 원하는 경우, 연결을 위해 대기해야 할 확률은 약 20%로 해석할 수 있음

기업의 네트워크 인프라에는 다수의 원격지 클라이언트들이 동시에 VPN 연결을 요청하는 상황이 발생한
다. 이 시스템은 사용자의 접속 요청을 처리하기 위해 병렬 VPN 채널을 운영하며, 평균적으로 분당 8건의
VPN 세션 연결 요청이 도착한다. 각 세션은 평균 1분 동안 유지되며, 시스템은 최대 10개의 VPN 채널을
동시에 할당할 수 있다. 이 시스템에서 평균 세션 수와 평균 대기시간을 구하고, 사용자가 도착했을 때 즉
시 채널에 할당되는 서비스 가능률을 계산하라.
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• 평균도착률: 𝜆 = 20건/분

• 평균서비스율: 𝜇 =
ଵ

ହ
= 0.2건/분

• 서버 수: 𝑐 = 5, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 6

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
=

ଶ଴

଴.ଶ
= 100

• 이 시스템은 최대 6개의 세션까지 수용 가능하므로, 7번째 요청은 연결에 실패하게 됨. 따라서, 시스템 포화상태일 때
의 얼랑-B 공식을 활용하여 세션 연결 실패 확률을 구할 수 있음

• 얼랑-B 공식(시스템 포화상태): 𝑝௖ =
ം೎

೎!

∑
ം೙

೙!
೎
೙సబ

=
భబబల

ల!

∑
భబబ೙

೙!
ల
೙సబ

≈ 0.941

∴ 사용자의 세션 연결 실패 확률은 약 94.1%임

기업의 VPN 전용 게이트웨이는 동시에 처리할 수 있는 세션 수에 제한이 있는 시스템으로, 사용자의 VPN
접속 요청이 폭주할 경우에 연결 실패가 발생할 수 있다. 이 시스템은 병렬 TLS 세션 서버를 운영하며,
동시에 최대 6개의 VPN 세션만 유지할 수 있다. 이때 VPN 연결 요청은 포아송 분포를 따르며, 평균 도착
률은 분당 20건이다. 각 세션은 평균적으로 5분간 유지되며, 병렬로 동작 가능한 서버의 수는 5개이다.
이 시스템에서 사용자가 세션 연결에 실패할 확률을 구하라.
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• 평균도착률: 𝜆 = 50건/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 25건/초
• 서버 수: 𝑐 = 2, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 10

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 2

• 로그 유실 확률은 시스템에 𝐾 = 10명 이상 있을 때 새로 도착한 요청이
버려질 확률이므로, 얼랑-B 공식을 변형하여 활용할 수 있음:

𝑝௄ =

ം಼

೎!೎಼ష೎

∑
ം೙

೙!
ା∑

ം೙

೎!೎೙ష೎
಼
೙స೎

೎షభ
೙సబ

=
మభబ

మ!మభబషమ

∑
మ೙

೙!
ା∑

మ೙

మ!మ೙షమ
భబ
೙సమ

భ
೙సబ

≈ 0.0952

• 로그 유실 확률이 1% 이하(𝑝௄ ≤ 0.01)가 되기 위해서는 𝐾를 1씩
증가하며 계산해봐야 함

∴ 로그 유실 확률은 약 9%, 현재 시스템에서 유실률을 1% 이하로
만들기 위해서는 버퍼의 수용량이 100개 이상이어야 함

어느 보안 관제센터에서는 이벤트 로그, 경고 메시지, 탐지 결과 등 다양한 형태의 보안 로그가 초당 50건
의 비율로 수집되고 있다. 수집된 로그는 2대의 서버가 병렬로 처리하여 데이터베이스에 저장하거나 실시
간 분석하며, 각 서버는 초당 25건의 로그를 처리한다. 그러나 시스템에 유입되는 로그를 일시적으로
저장하는 버퍼의 크기는 10으로 제한되어 있으므로, 버퍼에 빈 공간이 없으면 수집된 로그는 유실될 수
있다. 이때 시스템에서의 로그 유실 확률을 분석하고, 버퍼의 수용량을 얼마나 늘려야 유실률을 1% 이하
로 만들 수 있는지 구하여라.

(그림 13) 추가예제 8
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• 평균도착률: 𝜆 = 1,000요청/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 200요청/초
• 서버 수: 𝑐 = 5, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 10

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 5

• 시스템 포화상태일 때 연결 요청 손실율(얼랑-B 공식 변형): 

𝑝௄ =

ം಼

೎!೎಼ష೎

∑
ം೙

೙!
ା∑

ം೙

೎!೎೙ష೎
಼
೙స೎

೎షభ
೙సబ

=
ఱభబ

ఱ!ఱభబషఱ

∑
ఱ೙

೙!
ା∑

ఱ೙

ఱ!ఱ೙షఱ
భబ
೙సఱ

ర
೙సబ

≈ 0.1175

• 손실율을 낮추기 위해서는 연결 요청 손실율(𝑝௄)뿐만 아니라
실제 유효 도착률(𝜆௘௙௙ = 𝜆 1 − 𝑝௄ )도 비교해야 함

• 유효 도착률은 시스템이 실제로 받아들인 요청의 수임
• 연결 요청 손실율만 고려했을 때 A 시스템에서 𝑝௄ = 10%, 

B 시스템에서 𝑝௄ = 8%이더라도, 실제로 A 시스템에서
더 많은 요청을 처리했을 수 있기 때문임

∴ 연결 요청 손실율은 약 11%이고, 서버 수를 증설하는 것이 손실율을 효과적으로 낮출 수 있음

어느 시스템에서는 정상 사용자와 공격자가 섞인 형태로 초당 1,000건의 연결 요청이 유입되고 있다. 이
연결은 5개의 병렬 웹 서버에 의해 처리되며, 각 서버는 초당 200건의 요청을 처리할 수 있다. 요청은 최대
10건까지만 동시에 수용할 수 있으며, 초과되는 요청은 즉시 차단된다. 이때 해당 시스템이 포화상태일
경우의 손실율(Blocking Probability)을 구하고, 서버 수와 최대 수용 연결 수 중 어떤 값을 증설하는 것이
손실율을 더 효과적으로 낮출 수 있는지 분석하라.

유효 도착률
(𝝀𝒆𝒇𝒇)

손실율
(𝒑𝑲)

최대 수용
연결 수(𝑲)

서버 수
(𝒄)

882.50.1175105
938.180.0618106
963.140.0369107
904.860.0951125
920.070.0799145

• 위 표에서와 같이, 서버 수를 증설하는 것이
최대 수용 연결 수를 증설하는 것보다 연결
요청 손실확률도 낮고, 실제 유효 도착률도
높은 것을 확인할 수 있음
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• 평균도착률: 𝜆 = 200요청/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 50요청/초
• 서버 수: 𝑐 = 4, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 10

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 4, 𝜌 =

ఊ

௖
= 1

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
௖
௡ୀ଴ +

௖೎

௖!
∑ 𝜒௡𝜌௡௄

௡ୀ௖ାଵ

ିଵ

≈ 0.0212

• 시스템 진입확률: 𝑝௞ = ∑ 1 ⋅ 𝑝௡
௖
௡ୀ଴ + ∑ 𝛼௡ି௖ ⋅ 𝑝௡

௄
௡ୀ௖ାଵ ≈ 0.8886

∴ 약 88.6%의 확률로 시스템에 진입하고, 행동 파라미터(𝜶) 값이 작아질수록
시스템이 혼잡하지 않을 때 진입을 시도하려고 함에 따라, 시스템 내 혼잡이
억제되고, 시스템 평균 진입 확률은 증가하게 됨

어느 CDN 서버는 사용자들의 실시간 영상 스트리밍 요청을 처리한다. 사용자의 요청은 초당 평균 200건의 포
아송 도착 과정을 따르며, 각 서버는 평균적으로 0.02초의 시간이 소요된다. CDN 서버는 4개의 병렬 처리 유
닛을 가지며, 한 번에 최대 10개의 요청을 수용할 수 있다. 이때 사용자들은 서버 상태에 따라 접속 여부를 판
단하며, 서버에 대기 중인 요청이 적으면 대부분의 사용자가 접속을 시도하지만, 그렇지 않은 경우에는 일부
사용자가 접속 시도를 포기하는 경우도 있다. 이 시스템에서 사용자가 접속을 시도하는 확률은 서버의 상태(𝑛)
에 따라 다음과 같이 정의되고, 사용자의 행동 파라미터는 𝛼 = 0.7이다.

𝑏௡ = ቊ
1, 𝑛 ≤ 𝑐

𝛼௡ି௖, 𝑛 > 𝑐

이때 사용자가 시스템에 진입할 확률을 구하고, 행동 파라미터 값이 작아질수록 어떤 효과가 있는지 설명하라.

(그림 14) 추가예제 10
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• 평균도착률: 𝜆 = 150요청/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 100요청/초
• 서버 수: 𝑐 = 2, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 6

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 1.5,  𝜌 =

ఊ

௖
= 0.75

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
௖
௡ୀ଴ +

௖೎

௖!
∑ 𝜒௡𝜌௡௄

௡ୀ௖ାଵ

ିଵ

≈ 0.2520

• 전체 진입확률: ∑ 𝑏௡ × 𝑝௡
଺
௡ୀ଴ = 0.9410

• 실제 유효 도착률: 𝜆௘௙௙ = 𝜆 × 0.9410 = 141.15

• 공격자가 시스템 진입을 포기하고 우회하게 될 확률: 1 − 0.941 = 0.059

∴ 공격자는 요청 중 약 5.9%를 시스템이 혼잡하다고 판단하여 우회하게 됨. 따라서, WAF 시스템이 일정 수준의 자체
방어 기능을 수행하며, 혼잡도가 높아질수록 공격 트래픽 일부가 차단되는 구조로 구성됨을 알 수 있음

WAF (Web Application Firewall)은 초당 150건의 웹 요청을 받고 있으며, 평균적으로 요청 1건을 처리하
는 데 0.01초가 소요된다. WAF는 병렬적으로 2개의 요청을 처리할 수 있고, 최대 6건의 요청을 수용할 수
있다. 이 시스템에서 공격자는 시스템 내 응답이 늦어지면 해당 경로를 포기하고 다른 엔드포인트로 우회
하는 행동을 보인다. 공격자의 행동은 시스템 상태(𝑛)에 따라 다음과 같이 정의된다.

𝑏௡ = ቐ
1, 𝑛 ≤ 𝑐
1

𝑛 − 𝑐 + 2
, 𝑛 > 𝑐

이때 공격자의 시스템 진입확률이 상태별 확률 𝑝௡(0 ≤ 𝑛 ≤ 6)을 구하고, 각 상태에서의 진입 확률을 이용
하여 공격자의 실제 유효 도착률을 계산하라. 또한, 이를 기반으로 공격자가 우회하게 될 확률을 구하라.
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• 평균도착률: 𝜆 = 80요청/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 40요청/초
• 서버 수: 𝑐 = 2, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 8

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 2, 𝜌 =

ఊ

௖
= 1

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
௖
௡ୀ଴ +

௖೎

௖!
∑ 𝜒௡𝜌௡௄

௡ୀ௖ାଵ

ିଵ

≈ 0.1257

• 전체 진입확률: ∑ 𝑏௡ × 𝑝௡
଼
௡ୀ଴ = 0.7325

• 서버로 들어오는 평균 요청 수, 즉 실제 유효 도착률: 𝜆௘௙௙ = 𝜆 × 0.7325 = 58.6

• 서비스 이탈률: 1 − 전체 진입확률 = 1 − 0.7325 = 0.2675

∴ 서버로 들어오는 평균 요청 수는 약 58개이고, 서비스 이탈률은 약 26.75%임

어느 스트리밍 서버는 초당 평균 80건의 사용자 재생 요청을 받고 있으며, 각 요청은 평균적으로 0.025초
의 세션을 유지한다. 서버는 2개의 병렬 처리 유닛을 가지며, 최대 8건의 요청까지 수용할 수 있다. 이 서
비스의 사용자는 서버 대기열이 길어질수록 접속을 포기하는 경향을 보이며, 시스템 상태(𝑛)에 따라 다음
과 같은 진입 확률은 가진다.

𝑏௡ = ቐ
1, 𝑛 ≤ 𝑐
1

𝑛 − 𝑐 + 2
, 𝑛 > 𝑐

이때 사용자의 전체 진입 요청 중 서버로 들어오는 평균 요청 수를 구하고, 서비스 이탈률을 예측하라.
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• 평균도착률: 𝜆 = 50건/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 25건/초
• 서버 수: 𝑐 = 3, 서버 최대 수용량: 𝐾 = 7

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 2, 𝜌 =

ఊ

௖
=

ଶ

ଷ

• 시스템 초기 상태확률: 𝑝଴ = ∑
ఊ೙

௡!
௖
௡ୀ଴ +

௖೎

௖!
∑ 𝜒௡𝜌௡௄

௡ୀ௖ାଵ

ିଵ

≈ 0.1305

• 전체 진입확률: ∑ 𝑏௡ × 𝑝௡
଻
௡ୀ଴ = 0.9096

• 서버로 들어오는 평균 요청 수, 즉 실제 유효 도착률: 𝜆௘௙௙ = 𝜆 × 0.9096 ≈ 46.90

• 시스템 포화상태에서의 진입거절확률, 즉 서비스 이탈률: 1 − 0.9096 = 0.0904

∴ 유효 도착률은 45.45(요청/초)이며, 표의 해석에 따라 행동 파라미터 값이 감소할수록 사용자가 급격히 포기하는
경우가 증가하며 시스템 부하가 감소하게 됨

IoT 센서들이 클라우드 서버로 데이터를 전송하는 시스템이 있다. 이 시스템에서는 초당 평균 50건의 데
이터 전송 요청이 발생하며, 각 요청은 평균적으로 초당 25건의 속도로 처리된다. 서버는 병렬로 3개의 요
청을 동시에 처리할 수 있으며, 대기열은 최대 4건의 요청을 추가로 수용할 수 있고, 시스템 전체의 수용
가능 요청 수는 7건이다. 이때 센서들은 서버 상태를 확인하고 대기열이 길어질수록 진입을 포기하게 되
며, 행동 파라미터가 𝛼 = 0.6일 때 진입 확률은 시스템 상태(𝑛)에 따라 다음과 같다.

𝑏௡ = ቊ
1, 𝑛 ≤ 𝑐

𝛼௡ି௖, 𝑛 > 𝑐

이때 시스템에 실제로 진입하는 유효 도착률을 계산하고, 시스템 포화상태에서의 평균 진입 거절 확률을
분석한 후, 𝛼값의 변화가 시스템 부하에 미치는 영향을 설명하라.

진입거절확률
(𝟏 − ∑ 𝒃𝒏 ⋅ 𝒑𝒏

𝑲
𝒏ୀ𝟎 )행동 파라미터(𝜶)

0.12070.3
0.09040.6
0.03670.9
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• 평균도착률: 𝜆 = 10 요청/초
• 평균서비스율: 𝜇 = 2 요청/초
• 서버 수: 𝑐 = 3, 이탈률(Reneging Rate): 𝑣 = 0.5

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 5, 𝜌 =

ఊ

௖
= 1.667

(고객의 중도 포기가 존재하므로 시스템이 안정 상태에 이를 수 있음)
• 2초 이상 대기한 고객이 아직 이탈하지 않을 확률:

𝑃 𝑊௤ > 2 = 𝑣𝑑𝑡 + 𝑜 𝑑𝑡 = 𝑒ି௩⋅ଶ ≈ 0.368

• 사용자의 시스템 이탈률: 1 − 0.368 = 0.632

∴ 사용자의 이탈 확률은 약 63.2%이고, 
𝒗값은 커질수록 시스템은 안정적일 수 있으나
사용자 이탈률이 증가하여 서비스 품질이 상대적으로
저하될 수 있음

5G/6G URLLC를 위한 네트워크에서 사용자가 무선기지국에 접속 요청을 보낸다. 사용자는 일정 시간 이
상 대기할 경우 자동으로 요청을 포기(Reneging)하는 이탈(Retry or Failover) 현상이 발생한다. 이 시스템
은 초당 평균 10건의 요청이 도착하고 있으며, 각 요청은 평균적으로 초당 2건의 속도로 처리된다. 또한,
총 3개의 병렬 서버가 요청을 처리하고, 사용자는 대기열에서 평균 2초(이탈률 𝑣 = 0.5)를 대기한 후에도
처리가 되지 않으면 요청을 포기한다. 이때 이 URLLC 설계에서 사용자의 이탈 확률을 예측하고, 𝑣값 조
절 시 시스템 안정성 및 이탈률의 변화를 분석하라.

• 중도포기율 확률밀도함수를 활용하여 시간 𝑡초
이후에 이탈할 확률 밀도를 그래프로 계산

• 𝑣가 클수록 사용자가 빠르게 이탈하는 것을 볼 수
있고, 시스템 부하가 감소하여 안정성이 향상됨. 
그러나 서비스 품질 및 고객 만족도 저하 우려

(그림 15) 추가예제 14
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• 상태 전이: State Transition
• 연속시간 마코프 과정: Continuous-Time Markov Process
• 평균도착률: Average Arrival Rate
• 평균서비스율: Average Service Rate
• 단위 시간: Unit Time
• 평균도착간격: Average Interarrival Time
• 평균서비스시간: Average Service Time
• 생성률: Birth Rate
• 소멸률: Death Rate
• 상태확률: State Probability
• 상태전이방정식: State Transition Equation
• 평행상태: Steady State
• 평균 트래픽 강도: Average Traffic Intensity
• 도착과정: Arrival Process
• 서비스과정: Service Process
• 트래픽 부하: Offered Load
• 시스템 폭주 확률: Blocking Probability
• 유효 도착률: Effective Arrival Rate
• 체재 시간: System Sojourn Time
• 평균 체재 시간: Mean Sojourn Time
• 평균 대기 시간: Mean Waiting Time
• 대기 시간 분포: Waiting Time Distribution
• 시스템 내 평균 고객 수: Average Number of Customers in System
• 큐 내 평균 대기 고객 수: Average Number of Waiting Customers in Queue
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• 대기행렬의 기초 책 pp. 237 
(부록 C: Erlang-C 표) 발췌

*단, 여기서 부하는 제4장에서 정의한 단일서버
환산부하임, 즉 𝛾를 나타냄
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• (그림 5)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from scipy.stats import erlang

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11}) 

5. beta = 1.0

6. x = np.linspace(0, 10, 500)

7. plt.figure(figsize=(5, 4))

8. for k in [1, 2, 3, 5, 10]:

9. pdf = erlang.pdf(x, k, scale=1/beta)

10. plt.plot(x, pdf, label=f'k={k}')

11. plt.title('Erlang Distribution PDF for Various k')

12. plt.xlabel('x (time)')

13. plt.ylabel('Probability Density')

14. plt.legend()

15. plt.grid(True)

16. plt.show()
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• (그림 6)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from scipy.stats import erlang

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11}) 

5. beta = 1.0

6. c = 2

7. k = 4

8. shape = k - c + 1

9. rate = c * beta

10. x = np.linspace(0, 10, 500)

11. pdf = erlang.pdf(x, shape, scale=1/rate)

12. plt.figure(figsize=(5, 4))

13. plt.plot(x, pdf, label=f'Erlang($k-c+1$={shape}, $\lambda$={rate})')

14. plt.title('PDF of Waiting Time $W_Q$')

15. plt.xlabel('x (Waiting Time)')

16. plt.ylabel('Probability Density')

17. plt.grid(True)

18. plt.legend()

19. plt.tight_layout()

20. plt.show()
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• (그림 7)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. plt.rcParams.update({'font.size': 11}) 

4. c = 3

5. pc = 0.05

6. alpha = 2.0

7. beta = 1

8. gamma = alpha / beta

9. def F_Q(t, c, pc, gamma, alpha, beta):

10. exponent = -(c * beta - alpha) * t

11. coefficient = (c * pc) / (c - gamma)

12. return 1 - coefficient * np.exp(exponent)

13. t_values = np.linspace(0, 10, 100)

14. cdf_values = F_Q(t_values, c, pc, gamma, alpha, beta)

15. plt.figure(figsize=(5, 4))

16. plt.plot(t_values, cdf_values, label='$F_Q(t)$')

17. plt.xlabel('x (Time)')

18. plt.ylabel('Cumulative Probability')

19. plt.title('CDF of Waiting Time')

20. plt.grid(True)

21. plt.legend()

22. plt.show() 80
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• (그림 10)(1/2)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from math import factorial

4. from matplotlib.ticker import LogLocator

5. plt.rcParams.update({'font.size': 11}) 

6. c = 10

7. K = 20

8. alpha_values = [0.1, 0.3, 0.5, 0.7]

9. rho_range = np.linspace(0.1, 0.9, 50)

10. def calc_chi(alpha, c, K):

11. chi = [1.0]  # chi_0 = 1

12. for n in range(1, K+1):

13. if n <= c:

14. chi.append(1.0)

15. else:

16. chi.append(chi[-1] * alpha**(n - c + 1))

17. return chi

18. def calc_p0(chi, rho, c, K):

19. sum1 = sum(chi[n] * rho**n / factorial(n) for n in range(c))

20. sum2 = sum(chi[n] * rho**n / (factorial(c) * c**(n - c)) for n in range(c+1, K+1))

21. return 1.0 / (sum1 + sum2)
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• (그림 10)(2/2)
22. def calc_pK(chi, rho, c, K, p0):

23. return (c**c / factorial(c)) * chi[K] * rho**K * p0

24. results = {}

25. for alpha in alpha_values:

26. chi = calc_chi(alpha, c, K)

27. blocking_probs = []

28. for rho in rho_range:

29. p0 = calc_p0(chi, rho, c, K)

30. pK = calc_pK(chi, rho, c, K, p0)

31. blocking_probs.append(pK)

32. results[alpha] = blocking_probs

33. plt.figure(figsize=(5.5, 4))

34. colors = ['blue', 'red', 'green', 'orange']

35. for alpha, color in zip(alpha_values, colors):

36. plt.plot(rho_range, results[alpha], label=f'α = {alpha}', color=color)

37. plt.yscale('log')

38. plt.xlabel('Offered Load')

39. plt.ylabel('Buffer Overflow Probability')

40. plt.title('M/M/c-B Queue Blocking Probability')

41. plt.grid(True, which='both', linestyle='--', linewidth=0.5)

42. plt.legend()

43. plt.tight_layout()

44. plt.show() 82
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• (그림 11)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. plt.rcParams.update({'font.size': 11}) 

4. x = np.linspace(0, 5, 500)

5. v_values = [0.2, 0.5, 1.0, 2.0]

6. plt.figure(figsize=(5, 4))

7. for v in v_values:

8. f_x = v * np.exp(-v * x)

9. plt.plot(x, f_x, label=f'v = {v}')

10. plt.title('PDF of Customer Reneging')

11. plt.xlabel('Waiting Time (x)')

12. plt.ylabel('Probability Density')

13. plt.legend()

14. plt.grid(True)

15. plt.tight_layout()

16. plt.show()
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• (그림 12)(1/2)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from math import factorial

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11}) 

5. c = 10

6. K = 20

7. mu = 1

8. v_values = [0.1, 0.3, 0.5, 0.7]

9. rho_range = np.linspace(0.1, 0.9, 50)

10. def calc_xi(v, c, K):

11. xi = [1.0]  # xi_0

12. for n in range(1, K - c + 1):

13. xi.append(xi[-1] * (c * mu / (c * mu + v)))

14. return xi

15. def calc_p0(rho, v, c, K):

16. xi = calc_xi(v, c, K)

17. sum1 = sum((rho ** n) / factorial(n) for n in range(c))

18. sum2 = sum((rho ** (c + j)) * xi[j] / (factorial(c) * c ** j) for j in range(K - c + 1))

19. return 1.0 / (sum1 + sum2)
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• (그림 12)(2/2)
20. def calc_pK(rho, v, c, K, p0):

21. xi = calc_xi(v, c, K)

22. j = K - c

23. coefficient = (c ** c) / factorial(c)

24. return coefficient * xi[j] * (rho ** K) * p0

25. results = {}

26. for v in v_values:

27. blocking_probs = []

28. for rho in rho_range:

29. p0 = calc_p0(rho, v, c, K)

30. pK = calc_pK(rho, v, c, K, p0)

31. blocking_probs.append(pK)

32. results[v] = blocking_probs

33. plt.figure(figsize=(5.5, 4))

34. for v in v_values:

35. plt.plot(rho_range, results[v], label=f'ν = {v}')

36. plt.yscale('log')

37. plt.xlabel('Offered Load')

38. plt.ylabel('Buffer Overflow Probability')

39. plt.title('M/M/c-R Queue Blocking Probability')

40. plt.grid(True, which="both", ls="--")

41. plt.legend()

42. plt.tight_layout()

43. plt.show() 85
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• (그림 13)(1/2)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from math import log, exp

4. from scipy.special import gammaln  # log(factorial(n))

5. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

6. def mmck_loss_prob_stable(c, K, gamma):

7. # numerator: log(γ^K / (c! * c^(K-c)))

8. log_num = K * log(gamma) - gammaln(c + 1) - (K - c) * log(c)

9. log_terms = []

10. for n in range(c):

11. log_terms.append(n * log(gamma) - gammaln(n + 1))

12. for n in range(c, K + 1):

13. log_terms.append(n * log(gamma) - gammaln(c + 1) - (n - c) * log(c))

14.

15. max_log = max(log_terms)

16. denom = sum(exp(log_term - max_log) for log_term in log_terms)

17. log_denom = log(denom) + max_log

18. return exp(log_num - log_denom)

19. lambda_rate = 50

20. mu = 25

21. c = 2

22. gamma = lambda_rate / mu
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• (그림 13)(2/2)
23. K_values = np.arange(10, 101)

24. p_k_values = [mmck_loss_prob_stable(c, K, gamma) for K in K_values]

25. for K, pk in zip(K_values, p_k_values):

26. print(f"K={K}, p_K={pk:.6f}")

27. plt.figure(figsize=(6, 4))

28. plt.plot(K_values, p_k_values, label='Loss Probability $p_K$', color='blue')

29. plt.axhline(y=0.01, color='r', linestyle='--', label='Threshold (1%)')

30. plt.xlabel('K')

31. plt.ylabel('Loss Probability $p_K$')

32. plt.grid(True)

33. plt.legend()

34. plt.tight_layout()

35. plt.show()
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• (그림 14)(1/2)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from math import factorial

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

5. lambda_rate = 200

6. mu = 50

7. c = 4

8. K = 10

9. gamma = lambda_rate / mu

10. rho = gamma / c  # rho = 1

11. def calc_chi(alpha, c, K):

12. chi = [1.0]

13. for n in range(1, K + 1):

14. if n <= c:

15. chi.append(1.0)

16. else:

17. chi.append(chi[-1] * alpha ** (n - c))

18. return chi

19. def calc_p0(chi, gamma, rho, c, K):

20. sum1 = sum(chi[n] * gamma**n / factorial(n) for n in range(c + 1))

21. sum2 = sum(chi[n] * rho**n / factorial(c) * c**(c) for n in range(c + 1, K + 1))

22. return 1.0 / (sum1 + sum2)
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• (그림 14)(2/2)
23. def calc_avg_entry_prob(chi, gamma, rho, c, K, p0):

24. probs = []

25. for n in range(K):

26. if n <= c:

27. pn = chi[n] * gamma**n / factorial(n) * p0

28. probs.append(pn)

29. else:

30. pn = chi[n] * rho**n / factorial(c) * c**(c) * p0

31. probs.append(pn)

32. b_n = [1.0 if n <= c else alpha ** (n - c) for n in range(K)]

33. return sum(p * b for p, b in zip(probs, b_n))

34. alpha_values = np.linspace(0.1, 0.7, 100)

35. entry_probs = []

36. for alpha in alpha_values:

37. chi = calc_chi(alpha, c, K)

38. p0 = calc_p0(chi, gamma, rho, c, K)

39. avg_entry = calc_avg_entry_prob(chi, gamma, rho, c, K, p0)

40. entry_probs.append(avg_entry)

41. plt.figure(figsize=(6, 4))

42. plt.plot(alpha_values, entry_probs, color='blue')

43. plt.xlabel('Behavior Parameter(α)')

44. plt.ylabel('Entry Probability')

45. plt.grid(True)

46. plt.tight_layout()

47. plt.show() 89
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• (그림 15)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. x = np.linspace(0, 2, 500)

4. v_values = [0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0]

5. plt.figure(figsize=(6, 4))

6. for v in v_values:

7. f_x = v * np.exp(-v * x)

8. plt.plot(x, f_x, label=f'v = {v}')

9. plt.title('PDF of Customer Reneging')

10. plt.xlabel('Waiting Time (x)')

11. plt.ylabel('Probability Density')

12. plt.legend()

13. plt.grid(True)

14. plt.tight_layout()

15. plt.show()
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