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생성소멸과정 Ⅰ



1 생성소멸과정(Birth-Death Process)I

A. 정의

1

• 상태 전이가 두가지 유형(생성/소멸)으로만 이루어진 연속시간 마코프 과정
• 생성(Birth): 상태가 𝑖 → 𝑖 + 1로 변하는 확률적 사건
• 소멸(Death): 상태가 𝑖 → 𝑖 − 1로 변하는 확률적 사건

도착
(생성)

서비스

문제 3-1

우리 주변에 생성소멸과정의 예를 두가지 이상 들어서 설명해보자.

𝝀𝒏 → 𝜶𝒏: 고객이 𝒏명일 때 평균도착률
𝝁𝒏 → 𝜷𝒏: 고객이 𝒏명일 때 평균서비스율

출발
(소멸)

도착
(생성)

서비스

출발
(소멸)
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• 파라미터 정의
• 𝑵(𝒕): 시간 𝒕에서 시스템 내에 있는 고객의 수
• 𝜶𝒏: 시스템 내에 고객이 𝒏명 있을 때 그 시스템으로 들어오는 고객의 평균도착률
• 𝜷𝒏: 시스템 내에 고객이 𝒏명 있을 때 그 시스템에있는 고객의 평균서비스율

평균도착률: 단위 시간당 시스템으로 들어오는 고객의 평균적인 수
✓고객의 평균도착률 = 고객의 평균도착간격의 역수

평균서비스률: 단위 시간당 시스템에서 서비스되는 고객의 평균적인 수
✓고객의 평균서비스율 = 고객의 평균서비스시간의 역수

단위 시간: 시스템이나 관측대상에 따라 시, 분, 초 등으로 나타냄

첨자 𝒏: 고객의 도착과 서비스가 시스템 내의 고객의 수에 의존하는 경우를 고려함

한 시간당 고객의 평균도착률이 𝟑명이라면,

고객의 평균도착간격이
𝟏

𝟑
시간(즉, 20분)

한 시간당 고객의 평균서비스율이 𝟑명이라면,

고객의 평균서비스시간이
𝟏

𝟑
시간(즉, 20분)
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• 파라미터 정의
• 𝑵(𝒕): 시간 𝒕에서 시스템 내에 있는 고객의 수
• 𝜶𝒏: 시스템 내에 고객이 𝒏명 있을 때 그 시스템으로 들어오는 고객의 평균도착률
• 𝜷𝒏: 시스템 내에 고객이 𝒏명 있을 때 그 시스템에있는 고객의 평균서비스율
• 𝒑𝒏(𝒕): 시간 𝒕에서 시스템 내의 고객의 수 𝑵(𝒕)가 𝒏명 있을 확률

• 상태천이방정식(State Transition Equation)
• 가정사항: 아주 작은 크기의 시간구간 𝛿𝑡 동안에 시스템에서는 고객의 새로운 도착 
혹은 고객의 서비스 종료의 두가지 사건 중 어느 한 사건 밖에 일어나지 않음

𝜶𝒏는 생성률, 𝜷𝒏는 소멸률, 𝒑𝒏(𝒕)는 상태확률이라고 함

𝒑𝒏 𝒕 = 𝐏𝐫{𝑵 𝒕 = 𝒏}

𝒑𝟎 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝟎𝜹𝒕 + 𝒑𝟏 𝒕 𝜷𝟏𝜹𝒕,
𝒑𝟏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝜶𝟎𝜹𝒕 + 𝒑𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝟏𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝟏𝜹𝒕 + 𝒑𝟐 𝒕 𝜷𝟐𝜹𝒕

⋮

𝒑𝒏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝒏−𝟏 𝒕 𝜶𝒏−𝟏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝒏𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝒏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏+𝟏 𝒕 𝜷𝒏+𝟏𝜹𝒕

시간에 따라 다른 상태로
어떻게 변하는지 설명하는 식
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• 상태천이방정식(State Transition Equation)
• 𝒑𝟎(𝒕 + 𝜹𝒕): 시간 𝒕 + 𝜹𝒕에서 시스템 내에 고객이 한명도 없을 확률

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명도 없었고(𝒑𝟎(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에도
시스템에 고객이 한 명도 도착하지 않았을 경우(𝟏 − 𝜶𝟎𝜹𝒕)

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명 있었고(𝒑𝟏(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에 해당
고객이 서비스를 받고 시스템을 떠나버린 경우(𝜷𝟏𝜹𝒕)

• 𝒑𝟏(𝒕 + 𝜹𝒕): 시간 𝒕 + 𝜹𝒕에서 시스템 내에 고객이 한명이 있을 확률
• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명도 없었고(𝒑𝟎(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에도
시스템에 고객이 한 명 도착한 경우(𝜶𝟎𝜹𝒕)

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명이 있었는데(𝒑𝟏(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에도 
서비스가 끝나지 않은 경우((𝟏 − 𝜶𝟏𝜹𝒕)(𝟏 − 𝜷𝟏𝜹𝒕))

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 두 명 있었고(𝒑𝟐(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에 고객
한 명이 서비스를 마치고 시스템을 떠나버린 경우(𝜷𝟐𝜹𝒕)

𝒑𝟎 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝟎𝜹𝒕 + 𝒑𝟏 𝒕 𝜷𝟏𝜹𝒕,
𝒑𝟏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝜶𝟎𝜹𝒕 + 𝒑𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝟏𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝟏𝜹𝒕 + 𝒑𝟐 𝒕 𝜷𝟐𝜹𝒕

⋮

𝒑𝒏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝒏−𝟏 𝒕 𝜶𝒏−𝟏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝒏𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝒏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏+𝟏 𝒕 𝜷𝒏+𝟏𝜹𝒕

𝜶𝒏: 고객의 평균도착률
𝜷𝒏: 고객의 평균서비스율
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• 상태천이방정식(State Transition Equation)

𝒑𝟎 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝟎𝜹𝒕 + 𝒑𝟏 𝒕 𝜷𝟏𝜹𝒕,
𝒑𝟏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝜶𝟎𝜹𝒕 + 𝒑𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝟏𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝟏𝜹𝒕 + 𝒑𝟐 𝒕 𝜷𝟐𝜹𝒕

⋮

𝒑𝒏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝒏−𝟏 𝒕 𝜶𝒏−𝟏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝒏𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝒏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏+𝟏 𝒕 𝜷𝒏+𝟏𝜹𝒕

시간의 미소한 차이에 따른 상태변화를 구하기 
위해 미분방정식(Differential Equation) 활용

𝒅𝒑𝟎 𝒕

𝒅𝒕
= −𝜶𝟎𝒑𝟎 𝒕 + 𝜷𝟏𝒑𝟏(𝒕),

𝒅𝒑𝟏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝟎𝒑𝟎 𝒕 − 𝜶𝟏 + 𝜷𝟏 𝒑𝟏 𝒕 + 𝜷𝟐𝒑𝟐(𝒕),

⋮
𝒅𝒑𝒏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝒏−𝟏𝒑𝒏−𝟏 𝒕 − 𝜶𝒏 + 𝜷𝒏 𝒑𝟏 𝒕 + 𝜷𝟐𝒑𝟐(𝒕)

미분

𝑑𝑝0 𝑡

𝑑𝑡
= lim

𝛿𝑡→0

𝑝0 𝑡 + 𝛿𝑡 − 𝑝0(𝑡)

𝛿𝑡

시간 𝒕에서 
𝒑𝟎(𝒕)의 변화율

𝑝0 𝑡 + 𝛿𝑡 = 𝑝0 𝑡 1 − 𝛼0𝛿𝑡 + 𝑝1 𝑡 𝛽1𝛿𝑡

𝑝0 𝑡 + 𝛿𝑡 − 𝑝0 𝑡 = −𝑝0 𝑡 𝛼𝛿𝑡 + 𝑝1 𝑡 𝛽1𝛿𝑡

𝑝0 𝑡 + 𝛿𝑡 − 𝑝0(𝑡)

𝛿𝑡
= −𝛼0𝑝0 𝑡 + 𝛽1𝑝1 𝑡

시간이 𝜹𝒕 만큼 흘렀을 때,
𝒑𝟎(𝒕) 가 얼마나 변하는가?

𝜹𝒕 → 𝟎 이므로,
𝜹𝒕를 무시
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• 평행상태(Steady State)
• 시간이 충분히 지난 후(𝒕 → ∞)에는 시스템에 들어오고 나가는 고객의 평균이 같아
짐에 따라 시간의 변화가 시스템에 영향을 미치지 않게 되는 상태
• 시간의 정보가 필요 없게 됨
• 시간의 변화에 대한 시스템 상태 변화율은 0이 됨

𝒑𝒏 𝒕 → 𝒑𝒏,           
𝒅𝒑𝒏 𝒕

𝒅𝒕
→ 𝟎

𝒅𝒑𝟎 𝒕

𝒅𝒕
= −𝜶𝟎𝒑𝟎 𝒕 + 𝜷𝟏𝒑𝟏 𝒕 ,

𝒅𝒑𝟏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝟎𝒑𝟎 𝒕 − 𝜶𝟏 + 𝜷𝟏 𝒑𝟏 𝒕 + 𝜷𝟐𝒑𝟐 𝒕 ,

⋮
𝒅𝒑𝒏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝒏−𝟏𝒑𝒏−𝟏 𝒕 − 𝜶𝒏 + 𝜷𝒏 𝒑𝟏 𝒕 + 𝜷𝟐𝒑𝟐 𝒕

𝟎 = −𝜶𝟎𝒑𝟎 + 𝜷𝟏𝒑𝟏,

𝟎 = 𝜶𝟎𝒑𝟎 − 𝜶𝟏 + 𝜷𝟏 𝒑𝟏 + 𝜷𝟐𝒑𝟐,

⋮

𝟎 = 𝜶𝒏−𝟏𝒑𝒏−𝟏 − 𝜶𝒏 + 𝜷𝒏 𝒑𝟏 + 𝜷𝟐𝒑𝟐
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• 평행상태(Steady State)
• 시간이 충분히 지난 후(𝒕 → ∞)에는 시스템에 들어오고 나가는 고객의 평균이 같아
짐에 따라 시간의 변화가 시스템에 영향을 미치지 않게 되는 상태
• 시간의 정보가 필요 없게 됨
• 시간의 변화에 대한 시스템 상태 변화율은 0이 됨

𝟎 = −𝜶𝟎𝒑𝟎 + 𝜷𝟏𝒑𝟏,

𝟎 = 𝜶𝟎𝒑𝟎 − 𝜶𝟏 + 𝜷𝟏 𝒑𝟏 + 𝜷𝟐𝒑𝟐,

⋮

𝟎 = 𝜶𝒏−𝟏𝒑𝒏−𝟏 − 𝜶𝒏 + 𝜷𝒏 𝒑𝟏 + 𝜷𝟐𝒑𝟐

𝒑𝟏 =
𝜶𝟎

𝜷𝟏
𝒑𝟎,

𝒑𝟐 =
𝜶𝟏

𝜷𝟐
𝒑𝟏 =

𝜶𝟏𝜶𝟎

𝜷𝟐𝜷𝟏
𝒑𝟎,

⋮

𝒑𝒏 =
𝜶𝟎𝜶𝟏⋯𝜶𝒏−𝟏

𝜷𝟏𝜷𝟐⋯𝜷𝒏−𝟏
𝒑𝟎

σ𝒏=𝟎
∞ 𝒑𝒏 = 𝟏

𝒑𝟎 =
𝟏

𝟏+
𝜶𝟎
𝜷𝟏

+
𝜶𝟎𝜶𝟏
𝜷𝟏𝜷𝟐

+⋯

𝒑𝒏 =
𝜶𝟎𝜶𝟏⋯𝜶𝒏−𝟏

𝜷𝟏𝜷𝟐⋯𝜷𝒏

𝟏

𝟏+
𝜶𝟎
𝜷𝟏

+
𝜶𝟎𝜶𝟏
𝜷𝟏𝜷𝟐

+⋯
, 𝒏 ≥ 𝟎

모든 𝒏에 대하여 시스템 내의 고객 수를 나타내는 
확률 𝒑𝒏, 𝒏 = 𝟎, 𝟏, ⋯을 구할 수 있게 되었으나, 
고객의 평균도착률과 평균서비스 시간이 시스템의 
상태마다 다를 경우에는 식이 복잡하다.
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• 평균트래픽강도(Average Traffic Intensity)
• 𝝆 =

𝜶

𝜷

• 고객의 평균도착률과 평균서비스시간의 곱
• 시스템에 가해지는 부하(Offered Load)를 의미
• 가정사항: 고객의 평균도착률과 평균서비스시간이 시스템의 상태와
무관하게 일정함
• 𝜶𝒏 = 𝜶
• 𝜷𝒏 = 𝜷

𝒑𝒏 =
𝜶𝟎𝜶𝟏⋯𝜶𝒏−𝟏

𝜷𝟏𝜷𝟐⋯𝜷𝒏

𝟏

𝟏+
𝜶𝟎
𝜷𝟏

+
𝜶𝟎𝜶𝟏
𝜷𝟏𝜷𝟐

+⋯
, 𝒏 ≥ 𝟎 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏(𝟏 − 𝝆)

𝒑𝟎 =
𝟏

𝟏+
𝜶𝟎
𝜷𝟏

+
𝜶𝟎𝜶𝟏
𝜷𝟏𝜷𝟐

+⋯ 𝒑𝟎 =
𝟏

𝟏+𝝆+𝝆𝟐+⋯
= 𝟏 − 𝝆

대부분의 문제에서 고객의 평균도착률과 평균서비스시간이 시스템에 상태에 
의존하는 경우보다는 그렇지 않은 경우가 더 많다.



1 생성소멸과정(Birth-Death Process)I

B. 수학적 모형화(8/9)

9

• 평균트래픽강도(Average Traffic Intensity)
• 𝝆 =

𝜶

𝜷

• 고객의 평균도착률과 평균서비스시간의 곱
• 시스템에 가해지는 부하(Offered Load)를 의미
• 가정사항: 고객의 평균도착률과 평균서비스시간이 시스템의 상태와
무관하게 일정함

문제 3-2

위의 식에 대하여 물리적인 의미를 논하라. 즉, 위의 함수는 무슨 함수이며 그 의미는 무엇인가?

시스템 부하 𝝆 =
고객의평균도착률
고객의평균서비스율

=
𝜶

𝜷

✓ 𝝆 < 𝟏: 대기열이 안정상태 => 고객을 제때 처리 가능
✓ 𝝆 = 𝟏: 대기열이 포화상태 => 고객의 도착과 처리 속도가 동일
✓ 𝝆 > 𝟏: 대기열이 불안정상태 => 처리 속도 보다 고객의 도착이 빠름

평행상태확률 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏(𝟏 − 𝝆)
𝒑𝒏 = 시스템에 정확히 𝒏명의 고객이 존재할 확률
𝟏 − 𝝆 = 시스템이 완전히 비어 있을 확률

𝝆𝒏 = 시스템 내에 존재하는 고객에 따른 상태
✓고객 수 𝒏에 따라 지수적으로 감소
✓ 𝒏이 클수록 확률 값은 작아짐

e.g., 𝝆𝟏 = 𝟎. 𝟓, 𝝆𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓, 𝝆𝟑

= 𝟎. 𝟏𝟐𝟓, 𝝆𝟒 = 𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟓



1 생성소멸과정(Birth-Death Process)I

B. 수학적 모형화(9/9)

10

• 평균트래픽강도(Average Traffic Intensity)
• 𝝆 =

𝜶

𝜷

• 고객의 평균도착률과 평균서비스시간의 곱
• 시스템에 가해지는 부하(Offered Load)를 의미
• 가정사항: 고객의 평균도착률과 평균서비스시간이 시스템의 상태와
무관하게 일정함

고객의 평균도착률이 시간 당 2명이고 고객의 평균서비스 시간이 20분인 시스템이 있다. 이때, 관측자가 임의
로 관측해본 결과 시스템 내에 고객이 한 명도 없을 확률은 얼마인가? 
그리고 이 시스템에서 시스템 내에 고객이 5명이 있을 확률은 얼마인가?

시스템부하 𝝆 = 𝟐 ×
𝟐𝟎

𝟔𝟎
=

𝟐

𝟑

시스템 내에 고객이 한 명도 없을 확률은 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏(𝟏 − 𝝆)에서 𝒏 = 𝟎인 경우, 𝒑𝟎 = 𝟏 − 𝝆 = 𝟏 −
𝟐

𝟑
= 𝟑𝟑. 𝟑𝟑%

시스템 내에 고객이 5명 있을 확률은 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏(𝟏 − 𝝆)에서 𝒏 = 𝟓인 경우, 𝒑𝟓 = 𝝆𝟓 𝟏 − 𝝆 =
𝟐

𝟑

𝟓
𝟏 −

𝟐

𝟑
= 𝟒. 𝟑𝟗%

예제 3-1
𝒑𝒏 = 𝝆𝒏(𝟏 − 𝝆)



Ⅱ𝑴/𝑴/𝟏 큐



A. 개요

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 단일서버를 갖는 시스템의 대기행렬에 대한 확률 모델
• 고객의 도착과정: 고객의 도착간격을 확률변수 𝑿라고 정의하면, 확률밀도함수는 

𝜶𝒆−𝜶𝒙로 주어지고 평균 도착 간격이
𝟏

𝜶
인지수분포를 따름

(여기서, 단위 시간당 고객의 도착 횟수는 평균 𝜶인 푸아송분포를 따름)

• 고객의 서비스시간: 고객의 서비스시간을 확률변수 𝒀라고 정의하면, 확률밀도함수는 

𝜷𝒆−𝜷𝒚로 주어지고 평균 서비스시간이
𝟏

𝜷
인 지수분포를 따름

• 서버의개수: 시스템 내의 서버 개수는 1

• 버퍼의 고객 수: 고객의 대기공간인 버퍼의 크기는 무한대
• 시스템 내의 고객의 수는 𝒏 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, ⋯ , ∞까지 정의될 수 있음

앞에서 설명된 생성소멸과정에서 고객의 도착간격과 서비스 시간의 확률밀도함수가
지수분포를 따르는 경우가 𝑴/𝑴/𝟏 큐 모델이다.

지수분포 확률밀도함수: 𝒇 𝒕 = 𝝀𝒆−𝝀𝒕 (모수 𝝀는 단위시간 당 사건 발생 확률)

𝑴/𝑴/𝟏 큐 모델의 해석은 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우와
그렇지 않은 경우로 나눌 수 있다.

11



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(1/4)
• 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏 𝟏 − 𝝆

• 𝝆 =
𝜶

𝜷

• 𝜶𝟎 = 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = ⋯ = 𝜶

• 𝜷𝟎 = 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 = ⋯ = 𝜷

대부분의 공학계에서 새로운 고객의 도착률은 시스템 내의 고객 수와 무관하다.
예를들어, 우리가 화장실이나 쇼핑을 갈 때, 그 곳의 사람 수를 알아보지는 않는다.
즉, 대부분의 시스템은 독립적으로 그리고 자발적으로 동작한다.

문제 3-3

대기행렬 시스템의 부하 𝝆는 1보다 작아야 한다. 그 이유는 무엇인가?

𝝆 < 𝟏이면 서비스 시간이 고객의 도착보다 빠르므로, 대기열이 언젠가 줄어 듬 = 평행상태확률이 존재함(무한급수 수렴)

𝝆 ≥ 𝟏이면 고객의 도착이 서비스 시간 보다 같거나 더 빨라서 대기열이 늘어남 = 평행상태확률이 존재하지 않음

𝝆 < 𝟏 는 시스템이 안정적으로 동작할 수 있음을 의미한다. 만약 𝝆 ≥ 𝟏이면 시스템이 평행상태에
도달하지 못하고 과부화된다.

𝒑𝒏



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(2/4)
• 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏 𝟏 − 𝝆

• 𝝆 =
𝜶

𝜷

• 𝜶𝟎 = 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = ⋯ = 𝜶

• 𝜷𝟎 = 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 = ⋯ = 𝜷

고객의 평균도착률이 시간당 10명이고, 고객의 평균서비스시간이 5분인 𝑴/𝑴/𝟏 큐에서 시스템 내에 고객이 
한 명도 없을 확률은 얼마인가? 그리고 10명이 있을 확률은 얼마인가?

시스템부하 𝝆 = 𝟏𝟎 ×
𝟓

𝟔𝟎
=

𝟓

𝟔

시스템 내에 고객이 한 명도 없을 확률 𝒑𝟎 = 𝟏 − 𝝆 = 𝟏 −
𝟓

𝟔
=

𝟏

𝟔
= 𝟏𝟔. 𝟔𝟕%

시스템 내에 고객이 10명 있을 확률 𝒑𝟏𝟎 = 𝝆𝟏𝟎 𝟏 − 𝝆 =
𝟓

𝟔

𝟏𝟎 𝟏

𝟔
= 𝟐. 𝟔𝟗%

예제 3-2
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𝒑𝒏



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(3/4)
• 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏 𝟏 − 𝝆

• 𝝆 =
𝜶

𝜷

• 𝜶𝟎 = 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = ⋯ = 𝜶

• 𝜷𝟎 = 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 = ⋯ = 𝜷
문제 3-4

고객의평균도착률이 시간당 10명이고, 고객의 평균서비스시간이 5분인 𝑴/𝑴/𝟏 큐에서 시스템 내에 고객이 
한 명도 없을 확률이 10명이 있을 확률보다 큰이유는 무엇인지 물리적 의미를 논하라.

고객의 평균도착률 𝜶 =
𝟏𝟎명
시간

 

고객의 평균서비스시간 𝟓분 =
𝟏

𝟏𝟐
시간

고객의 서비스율 𝜷 =
𝟏𝟐명
시간

평균트래픽강도 𝝆 =
𝜶

𝜷
=

𝟏𝟎

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟔
≈ 𝟎. 𝟖𝟑𝟑

고객이 한 명도 없을 확률 𝒑𝟎 = 𝟏 − 𝝆 = 𝟏 −
𝜶

𝜷
≈ 𝟎. 𝟏𝟔𝟔𝟕

고객이 10명 있을 확률 𝒑𝟏𝟎 = 𝝆𝒏 𝟏 − 𝝆 = 𝟏 −
𝜶

𝜷

𝜶

𝜷

𝟏𝟎
≈ 𝟎. 𝟎𝟐𝟔𝟗

14

✓ 𝜷 > 𝜶 이므로, 𝒑𝟎 > 𝒑𝟏𝟎가 성립함
✓ 𝜷가 𝜶보다 크면, 대부분의 시간 동안 시스템은 안정적으로 고객을 처리함
✓시스템에 고객이 10명이 대기하는 경우보다 고객이 아에 없는 경우가
자주 발생함

𝒑𝒏



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(4/4)
• 𝒑𝒏 = 𝝆𝒏 𝟏 − 𝝆

• 𝝆 =
𝜶

𝜷

• 𝜶𝟎 = 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = ⋯ = 𝜶

• 𝜷𝟎 = 𝜷𝟏 = 𝜷𝟐 = ⋯ = 𝜷
문제 3-5

𝑴/𝑴/𝟏 큐에서 평균부하가 0.1에서 0.9까지 변화할 때, 시스템 내에 고객이 한 명도 없을 확률과 10명이
있을 확률을 각각 구하여서 그래프로 나타내고 결과를 관찰하라 

𝒑𝟎 = 𝟏 − 𝝆
- 파란선: 선형적으로 감소함
- 부하가 증가할 수록 시스템에 고객이 없는 상태일 확률이 줄어듬

𝒑𝟏𝟎 = 𝝆𝟏𝟎(𝟏 − 𝝆)
- 빨간선: 지수적으로 증가함
- 부하가 증가할 수록 시스템에 고객이 10명 있을 확률이 증가함

15

𝒑𝒏



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내의평균고객의 수
• 𝑬 𝑵 = σ𝒏=𝟎

∞ 𝒏𝒑𝒏

= σ𝒏=𝟎
∞ 𝒏 𝟏 − 𝝆 𝝆𝒏 = 𝟏 − 𝝆 σ𝒏=𝟎

∞ 𝒏𝝆𝒏

= 𝟏 − 𝝆 𝝆 + 𝟐𝝆𝟐 + 𝟑𝝆𝟑 + ⋯ =
𝝆

𝟏−𝝆

고객의 평균도착률이 시간당 10명이고고객의 평균서비스시간이 5분인 시스템에서 시스템 내에 존재하는
고객의 평균수를 구하여라

예제 3-3

16

고객의 평균도착률 𝜶 =
𝟏𝟎명
시간

 

고객의 평균서비스시간 𝟓분 =
𝟏

𝟏𝟐
시간

고객의 서비스율 𝜷 =
𝟏𝟐명
시간

평균트래픽강도 𝝆 =
𝜶

𝜷
=

𝟏𝟎

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟔
≈ 𝟎. 𝟖𝟑𝟑

∴ 𝑬 𝑵 =
𝝆

𝟏 − 𝝆
=

𝟓
𝟔
𝟏
𝟔

= 𝟓

𝑬[𝑵]



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내 체재시간(System Sojourn Time)의 분포함수(1/5)
• 새로운 고객이 도착하여 자신 앞에 𝒏명의 고객이 있을 경우, 고객이 시스템 내에서
머물러야 하는 시간에대한 분포함수

• 체재시간 𝑻: 새로 도착한 한 명의 고객 뿐만 아니라 그 고객 앞에 이미 도착하여
기다리고 있는 𝒏명의 고객이 서비스를 받을 때까지 걸리는 시간의 합

• 𝜴 𝒕 = 𝑷 𝑻 > 𝒕 = 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}

고객마다 서비스를 받는 데 걸리는 시간이 다르기 때문에 고객의 수가 작다고 해서 대기
행렬이 빨리 줄어드는 것은 아니다. 예를 들어, 할인마트에서 고객에 따라 사는 물건의
양이 다르므로 계산대에 줄서 있는 고객의 수가 작다고 해서 실제로 기다려야 하는 시간이 
작지만은 않다. 따라서, 시스템 내의 고객의 수와는 별도로 실제로 시스템 내에서
기다려야 하는 체재시간을 다루어야 한다.

𝑿𝟏, 𝑿𝟐, 𝑿𝟑, ⋯ , 𝑿𝒏을 평균서비스시간이
𝟏

𝜷
인 독립적이고 동일한 확률분포를 가지는 

고객의 서비스시간을 나타내는 랜덤변수로 정의하면, σ𝒊=𝟏
𝒏 𝑿𝒊는 (𝒏, 𝜷)를 가지는

감마분포를 따르며, 이때, 𝒏명의 고객을 서비스하는 데 걸리는 시간의 확률밀도함수 
𝒇(𝒕)는 다음과 같다.

𝒇 𝒕 =
𝜷𝒆−𝜷𝒕 𝜷𝒕 𝒏−𝟏

𝒏 − 𝟏 !
=

𝜷𝒆−𝜷𝒕 𝜷𝒕 𝒏−𝟏

𝜞(𝒏) 17

감마분포: 평균소요시간이 𝒙인사건이 𝒚번
일어날때까지의 대기시간에 대한 확률분포



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내 체재시간(System Sojourn Time)의 분포함수(2/5)
• 새로운 고객이 도착하여 자신 앞에 𝒏명의 고객이 있을 경우, 고객이 시스템 내에서
머물러야 하는 시간에대한 분포함수

• 𝜴 𝒕 = 𝑷 𝑻 > 𝒕 = 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}

𝑿𝟏, 𝑿𝟐, 𝑿𝟑, ⋯ , 𝑿𝒏을 평균서비스시간이
𝟏

𝜷
인 독립적이고 동일한 확률분포를 가지는 

고객의 서비스시간을 나타내는 랜덤변수로 정의하면, σ𝒊=𝟏
𝒏 𝑿𝒊는 (𝒏, 𝜷)를 가지는

감마분포를 따르며, 이때, 𝒏명의 고객을 서비스하는 데 걸리는 시간의 확률밀도함수 
𝒇(𝒕)는 다음과 같다.

𝒇 𝒕 =
𝜷𝒆−𝜷𝒕 𝜷𝒕 𝒏−𝟏

𝒏 − 𝟏 !
=

𝜷𝒆−𝜷𝒕 𝜷𝒕 𝒏−𝟏

𝜞(𝒏)

위의 수식을 활용하여, 새로운 고객이 도착하여 자신 앞에 𝒏명의 고객이 있을 경우
를 고려하면 고객의 수는 𝒏 + 𝟏이고, 고객 한 명의 평균서비스율은 𝜷라고 할 때,
𝑻는 규모 매개변수(Scale Parameter) 𝜷를 가지는 𝒏 + 𝟏차 감마분포를 따른다.
즉, 𝑻 = 𝝉일 확률은 다음과 같이 나타낸다.

𝑷 = 𝑻 = 𝝉 = 𝒑 𝝉 =
𝜷𝒏+𝟏𝝉𝒏𝒆−𝜷𝝉

𝚪(𝒏 + 𝟏) 18



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내 체재시간(System Sojourn Time)의 분포함수(3/5)
• 새로운 고객이 도착하여 자신 앞에 𝒏명의 고객이 있을 경우, 고객이 시스템 내에서
머물러야 하는 시간에대한 분포함수

• 𝜴 𝒕 = 𝑷 𝑻 > 𝒕 = 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}

𝑷 = 𝑻 = 𝝉 = 𝒑 𝝉 =
𝜷𝒏+𝟏𝝉𝒏𝒆−𝜷𝝉

𝚪(𝒏 + 𝟏)

19

𝑷 = {𝑻 ≤ 𝒕|시스템 내의 𝒏명의 고객이 존재} = 𝟎׬

𝒕
𝑷 𝑻 = 𝝉 𝒅𝝉

𝑷 𝑻 ≤ 𝒕 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝑷{𝑻 ≤ 𝒕|시스템의 상태= 𝒏} × 𝑷{시스템의 상태= 𝒏} 

전확률의 법칙 (Principle of
Total Probability) 적용
𝑷 𝑨 = σ𝒊 𝑷(𝑨|𝑩𝒊) ∙ 𝑷(𝑩𝒊)

𝑷 𝑻 ≤ 𝒕 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝟎׬

𝒕 𝜷𝒏+𝟏𝝉𝒏𝒆−𝜷𝝉

𝚪 𝒏+𝟏
𝒅𝝉𝝆𝒏(𝟏 − 𝝆)

𝑷 𝑻 ≤ 𝒕 = 𝟎׬

𝒕
𝜷𝒆−𝜷𝝉(𝟏 − 𝝆) σ𝒏=𝟎

∞ 𝝉𝒏𝜶𝒏

𝚪(𝒏+𝟏)
𝒅𝝉

수열의합과 적분 순서 정렬
𝜷𝒏+𝟏 = 𝜷 ∙ 𝜷𝒏

𝜶 = 𝜷𝝆
𝜷𝝆 𝒏 = 𝜶𝒏



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내 체재시간(System Sojourn Time)의 분포함수(4/5)
• 새로운 고객이 도착하여 자신 앞에 𝒏명의 고객이 있을 경우, 고객이 시스템 내에서
머물러야 하는 시간에대한 분포함수

• 𝜴 𝒕 = 𝑷 𝑻 > 𝒕 = 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}

𝑷 𝑻 ≤ 𝒕 = 𝟎׬

𝒕
𝜷𝒆−𝜷𝝉(𝟏 − 𝝆) σ𝒏=𝟎

∞ 𝝉𝒏𝜶𝒏

𝚪(𝒏+𝟏)
𝒅𝝉

20

𝑷 𝑻 ≤ 𝒕 = 𝟎׬

𝒕
𝜷𝒆−𝜷𝝉(𝟏 − 𝝆) 𝒆𝝉𝜶𝒅𝝉

= 𝟎׬

𝒕
𝟏 − 𝝆 𝜷 𝐞𝐱𝐩 −𝝉𝜷 𝟏 − 𝝆 𝒅𝝉

= 𝟏 − 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내 체재시간(System Sojourn Time)의 분포함수(5/5)
• 새로운 고객이 도착하여 자신 앞에 𝒏명의 고객이 있을 경우, 고객이 시스템 내에서
머물러야 하는 시간에대한 분포함수

• 𝜴 𝒕 = 𝑷 𝑻 > 𝒕 = 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}
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고객의 평균도착률이 시간당 10명이고 고객의 평균서비스시간이 5분인 𝑴/𝑴/𝟏 큐 시스템에서 고객이 시스템
내에서 머무는 시간이 0일 확률은 얼마인가? 한편, 30분이상 머무를 확률은 얼마인가?

예제 3-4

고객의 평균도착률 𝜶 =
𝟏𝟎명
시간

 

고객의 평균서비스시간 𝟓분 =
𝟏

𝟏𝟐
시간

고객의 서비스율 𝜷 =
𝟏𝟐명
시간

평균트래픽강도 𝝆 =
𝜶

𝜷
=

𝟏𝟎

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟔
≈ 𝟎. 𝟖𝟑𝟑

∴ 𝑷 𝑻 = 𝟎 = 𝟏 − 𝑷{𝑻 > 𝒕,단 𝒕 = 𝟎}

= 𝟏 − 𝒆𝒕 𝜷−𝜶 |𝒕 = 𝟎 = 𝟏 − 𝒆𝟎 = 𝟎%

∴ 𝑷 𝑻 = 𝟎. 𝟓 = 𝑷{𝑻 > 𝒕,단 𝒕 = 𝟎. 𝟓 시간}

= 𝒆−𝟎.𝟓 𝟏𝟐−𝟏𝟎 = 𝒆−𝟏 = 𝟑𝟕%

𝑷 𝑻 ≤ 𝒕 = 𝟏 − 𝐞𝐱𝐩{−𝒕(𝜷 − 𝜶)}

고객이 시스템에 도착하였을 때 시스템이 비어 있다고 하더라도 고객은 적어도 
시스템에 들어가서 나올 때까지 자기 자신이 서비스를 받는 동안은 시간을 소비
해야 한다. 따라서, 고객이 시스템에서 머무르는 시간이 0일 확률은 0이다.



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내에서의 평균체재시간(1/2)

• 𝑬 𝑻 = 𝟎׬

∞
𝒕𝒑 𝒕 𝒅𝒕 = 𝟎׬

∞
𝒑 𝒕 > 𝝉 𝒅𝝉 =

𝟏

𝜷−𝜶
=

𝟏

𝜷(𝟏−𝝆)
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고객의 평균도착률이 시간당 10명이고 고객의 평균서비스시간이 5분인 𝑴/𝑴/𝟏 큐 시스템에서 어느 고객이
시스템 내에서 머무르는 시간은 평균적으로 얼마인가?

예제 3-5

고객의 평균도착률 𝜶 =
𝟏𝟎명
시간

 

고객의 평균서비스시간 𝟓분 =
𝟏

𝟏𝟐
시간

고객의 서비스율 𝜷 =
𝟏𝟐명
시간

평균트래픽강도 𝝆 =
𝜶

𝜷
=

𝟏𝟎

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟔
≈ 𝟎. 𝟖𝟑𝟑

∴ 𝑬 𝑻 =
𝟏

𝜷−𝜶
=

𝟏

𝟏𝟐−𝟏𝟎
=

𝟏

𝟐
= 𝟎. 𝟓시간= 𝟑𝟎분 

∴ 𝑬 𝑻 =
𝑬[𝑵]

𝜶
=

𝟏

𝜶
∙

𝝆

𝟏−𝝆
=

𝟏

𝜶
∙

𝜶

𝜷

𝟏−𝝆
=

𝟏

𝜷 𝟏−𝝆
=

𝟏

𝟏𝟐 𝟏−
𝟓

𝟔

=
𝟏

𝟐
= 𝟎. 𝟓시간= 𝟑𝟎분 

리틀의 공식 활용

리틀의 공식 활용
𝑳 = 𝝀 × 𝑬[𝑾]

𝑬[𝑵] = 𝜶 × 𝑬[𝑻]



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 내에서의 평균체재시간(2/2)

• 𝑬 𝑻 = 𝟎׬

∞
𝒕𝒑 𝒕 𝒅𝒕 = 𝟎׬

∞
𝒑 𝒕 > 𝝉 𝒅𝝉 =

𝟏

𝜷−𝜶
=

𝟏

𝜷(𝟏−𝝆)
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고객의 평균도착률이 시간당 10명이고 고객의 평균서비스시간이 5분인 𝑴/𝑴/𝟏 큐 시스템에서 도착 고객이
서비스를 받기까지 걸리는 평균대기시간 𝑾을 구하여라

예제 3-6

고객의 평균도착률 𝜶 =
𝟏𝟎명
시간

 

고객의 평균서비스시간 𝟓분 =
𝟏

𝟏𝟐
시간

고객의 서비스율 𝜷 =
𝟏𝟐명
시간

평균트래픽강도 𝝆 =
𝜶

𝜷
=

𝟏𝟎

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟔
≈ 𝟎. 𝟖𝟑𝟑

𝑾 = 시스템 내 평균체류시간 –서비스 시간

= 𝑬 𝑻 − 𝑬 𝑺 =
𝟏

𝜷 𝟏−𝝆
−

𝟏

𝜷

=
𝟏

𝟏𝟐 𝟏−
𝟓

𝟔

−
𝟏

𝟏𝟐
=

𝟏

𝟏𝟐
𝟏

𝟔

−
𝟏

𝟏𝟐
=

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟏𝟐
시간

고객이 서비스를 받기 직전까지 버퍼에서 기다려야하는 평균대기시간은
시스템 내 체재시간에서서비스를 받는데 걸리는 시간을 빼야함

∴ 𝟐𝟓분



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 고객 대기시간(Waiting Time)의 분포함수(1/3)
• 새로운 고객이 시스템에 도착하여 서비스 받을 때까지 대기열에서기다리는
시간에대한 분포함수

• 𝚿 𝒙 = 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒙 = 𝝆𝒆− 𝜷−𝜶 𝒙

임의의 시간 𝒕에서 고객의 대기시간을 𝑾𝑸(𝒕)로 정의하고, 𝑾𝑸(𝒕)가 𝒙보다 클확률은 
꼬리분포함수(Tail Distribution Function)로 표현할 수 있다.

𝚿 𝒙 = 𝑷{𝑾𝑸 𝒕 > 𝒙}

확률이론에서는 확률변수가 임계치보다 큰 값을 구할 때, 그와 반대의 과정으로 확률
변수가 임계치보다 작을 확률 값을 구하는 것으로 문제를 해결할 수 있다.

𝑭 𝒙 = 𝟏 − 𝚿 𝒙 = 𝟏 − 𝑷 𝑾𝑸 𝒕 > 𝒙 = 𝑷{𝑾𝑸(𝒕) ≤ 𝒙}

𝑷 𝑾𝑸 𝒕 ≤ 𝒙 = 𝑷 𝑾𝑸 𝒕 = 𝟎 + 𝑷{𝟎 < 𝑾𝑸(𝒕) ≤ 𝒙}

𝑷 𝑾𝑸 𝒕 = 𝟎 + 𝑷 𝟎 < 𝑾𝑸 𝒕 ≤ 𝒙

= 𝒑𝟎 𝒕 + σ𝒏=𝟏
∞ 𝒑𝒏(𝒕) 𝟎׬

𝒙
𝒆−𝜷𝒚𝜷𝒏 𝒚𝒏−𝟏

𝒏−𝟏 !
𝒅𝒚

24



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 고객 대기시간(Waiting Time)의 분포함수(2/3)
• 새로운 고객이 시스템에 도착하여 서비스 받을 때까지 대기열에서기다리는
시간에대한 분포함수

• 𝚿 𝒙 = 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒙 = 𝝆𝒆− 𝜷−𝜶 𝒙

𝑷 𝑾𝑸 𝒕 = 𝟎 + 𝑷 𝟎 < 𝑾𝑸 𝒕 ≤ 𝒙

= 𝒑𝟎 𝒕 + σ𝒏=𝟏
∞ 𝒑𝒏(𝒕) 𝟎׬

𝒙
𝒆−𝜷𝒚𝜷𝒏 𝒚𝒏−𝟏

𝒏−𝟏 !
𝒅𝒚

여기서, 𝒆−𝜷𝒚𝜷𝒏 𝒚𝒏−𝟏

𝒏−𝟏 !
는 𝒏명의 고객에 의한 대기시간의 확률밀도함수이며, 고객 각각의 서비스시간이 지수

함수분포를 따르는 경우, 𝒏명의 고객에 대한 서비스시간의 합의 밀도함수가 얼랑분포를 따른다.

𝒑𝟎 𝒕 + σ𝒏=𝟏
∞ 𝒑𝒏(𝒕) 𝟎׬

𝒙
𝒆−𝜷𝒚𝜷𝒏 𝒚𝒏−𝟏

𝒏−𝟏 !
𝒅𝒚

= 𝟏 − 𝝆 + σ𝒏=𝟏
∞ 𝟏 − 𝝆 𝝆𝒏 𝟎׬

𝒙
𝒆−𝜷𝒚𝜷𝒏 𝒚𝒏−𝟏

𝒏−𝟏 !
𝒅𝒚 = 𝟏 − 𝝆𝒆− 𝜷−𝜶 𝒙

𝝆 < 𝟏 조건하에서 시스템은 안정적으로 동작하므로 시간이 충분히 지난 다음의 시스템 상태는 시간에 무관
하게 됨에 따라𝑾𝑸 𝒕 → 𝑾𝑸로 나타낼 수 있다.

∴ 𝚿 𝒙 = 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒙 = 𝝆𝒆− 𝜷−𝜶 𝒙
25



B. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 무관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 고객 대기시간(Waiting Time)의 분포함수(3/3)
• 새로운 고객이 시스템에 도착하여 서비스 받을 때까지 대기열에서기다리는
시간에대한 분포함수

• 𝚿 𝒙 = 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒙 = 𝝆𝒆− 𝜷−𝜶 𝒙

26

M/M/1 큐 평행상태에서 고객의 평균도착률이 시간당 10명이고 고객의 평균서비스 시간이 5분인 시스템에서 
고객이 기다리는 시간이 0일 확률은 얼마인가? 그리고, 30분 이상 기다릴 확률은 얼마인가?

예제 3-7

고객의 평균도착률 𝜶 =
𝟏𝟎명
시간

 

고객의 평균서비스시간 𝟓분 =
𝟏

𝟏𝟐
시간

고객의 서비스율 𝜷 =
𝟏𝟐명
시간

평균트래픽강도 𝝆 =
𝜶

𝜷
=

𝟏𝟎

𝟏𝟐
=

𝟓

𝟔
≈ 𝟎. 𝟖𝟑𝟑

∴ 𝑷 𝑾𝑸 = 𝟎 = 𝟏 − 𝑷 𝑾𝑸 > 𝟎 = 𝟏 −
𝟓

𝟔
𝒆− 𝟏𝟐−𝟏𝟎 𝟎 = 𝟏 −

𝟓

𝟔
=

𝟏

𝟔
= 𝟏𝟔%

∴ 𝑷 𝑾𝑸 > 𝟑𝟎분 =
𝟓

𝟔
𝒆− 𝟏𝟐−𝟏𝟎 𝟎.𝟓 =

𝟓

𝟔
𝒆−𝟏 = 𝟑𝟎. 𝟖𝟑%

𝑴/𝑴/𝟏큐에서는 고객이 시스템 내에서 머물러야 할 시간이 𝒙보다 클 확률과 새로운 고객이 도착하여 이 고객이 큐에서
대기해야 할 시간이 보다 클 확률 간의 관계는 다음과 같다.

𝚿 𝒙 = 𝑷 𝑾𝑸 > 𝒙 = 𝝆𝒆− 𝜷−𝜶 𝒙 = 𝝆𝛀(𝒙)



C. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 유관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(1/3)

• 𝒑𝒏 =
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒆−𝒄𝝆

• 𝒑𝟎 = 𝒆−𝒄𝝆

• 𝜶𝒏 =
𝟏

𝒏+𝟏
𝜶

• 𝜷𝒏 = 𝜷

• 가정사항: 새로운 고객이 시스템에 도착하는 순간 그 시스템 내에 존재하는
고객의 수가 𝒏명일 때, 도착하는 고객 중

𝒄

𝒏+𝟏
의 비율만 시스템으로 들어오고

나머지는 발걸음을 돌린다.

대부분의 공학계에서 새로운 고객의 도착률은 시스템 내의 고객 수와 무관하지만,
특이한 경우가 종종 존재한다. 예를 들어, 겨울철에 이비인후과나 내과에는 환자가 
많을확률이 아주 높다. 여기서, 어떤 사람은 그럼에도 불구하고 치료를 받으러 가고, 
어떤 사람은 그냥 집에서 버틸 수도 있다.

𝒑𝟎 𝟏 + 𝒄𝝆 +
𝒄𝝆 𝟐

𝟐!
+ ⋯

= 𝒑𝟎 ∙ σ𝒏=𝟎
∞ 𝒄𝝆 𝒏

𝒏!

= 𝒑𝟎𝒆𝒄𝝆 = 𝟏 

𝒑𝟏 = 𝒑𝟎
𝜶𝟎

𝜷𝟏
= 𝒄𝝆𝒑𝟎

𝒑𝟐 = 𝒑𝟏
𝜶𝟏

𝜷𝟐
=

𝒄𝝆 𝟐

𝟐
𝒑𝟎

⋮

𝒑𝒏 =
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒑𝟎

27



C. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 유관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(2/3)

• 𝒑𝒏 =
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒆−𝒄𝝆

• 𝒑𝟎 = 𝒆−𝒄𝝆

• 𝜶𝒏 =
𝟏

𝒏+𝟏
𝜶

• 𝜷𝒏 = 𝜷
문제 3-6

위에서 구한 𝒑𝒏은 무슨 분포와 관련된 함수인가?
그리고 그의 물리적 의미에 대하여 논하라.

위의 식은 푸아송 분포의 확률질량함수와 관련이 있다. 이는 고객의 도착이 여전히 푸아송 분포를 따르고, 서비스는 지수분포
를 따르기 때문에시스템 내 고객 수에 따라 도착률이 변하는 환경에서도 포아송 분포가 성립 가능하다는 것을 의미한다.

𝑷 𝑿 = 𝒏 =
𝝀𝒏

𝒏!
𝒆−𝝀

28

문제 3-7

위의 시스템에서 서버가 쉬고 있을 때는 언제이고,
그 확률은 얼마인가?

서버가 쉬고 있는 상태는 시스템에 고객이 없는 상태인 𝒏 = 𝟎일 경우이다. 따라서, 서버가 쉬고 있는 확률은 𝒑𝟎 = 𝒆−𝒄𝝆로
구할 수 있다.



C. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 유관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 시스템 상태확률(3/3)

• 𝒑𝒏 =
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒆−𝒄𝝆

29

식당에는 고객의 평균도착률이 시간당 5명이고 고객의 평균식사시간이 10분이라고 가정한다. 이 식당 내에 

고객의 수가 명일 때 도착하는 고객 중
𝟏

𝒏+𝟏
의 비율만 들어오고 나머지는 발걸음을 돌린다고 한다면 어느 고객

이식당에 도착하였을 때 고객이 3명 이상 있을 확률은 얼마인가?
단, 고객이 기다릴 대기장소는 충분히 많다고 가정한다.

예제 3-8

평균부하 𝝆는
𝟓

𝟔
이다. 그리고 고객의 수가 3명 이상일 확률은 반대로 고객의 수가 𝟏에서 𝟑미만일 확률을 빼면 된다.

고객의 수가 𝟑명 이상일 확률= 𝟏 −고객의 수가 𝟑명 미만일 확률
= 𝑷 𝑵 ≥ 𝟑 = 𝟏 − 𝑷 𝑵 < 𝟑

= 𝟏 − 𝒑𝟎 + 𝒑𝟏 + 𝒑𝟐 = 𝟏 − (𝒆−𝝆 + 𝝆𝒆−𝝆 +
𝝆𝟐

𝟐
𝒆−𝝆)

= 𝟏 − 𝒆−𝝆 𝟏 + 𝝆 +
𝝆𝟐

𝟐
= 𝟏 − 𝒆−

𝟓

𝟔 𝟏 +
𝟓

𝟔
+

𝟐𝟓

𝟕𝟐
= 𝟓. 𝟐𝟔%



C. 고객의 도착이 시스템 내의 고객의 수와 유관한 경우

2 𝑴/𝑴/𝟏 큐II

• 고객 수 𝑵에 대한 평균
• 𝑬 𝑵 = σ𝒏=𝟎

∞ 𝒏𝒑𝒏 = 𝒄𝝆

• 고객 수 𝑵에 대한 분산
• 𝑽𝒂𝒓 𝑵 = 𝑬 𝑵 − 𝑬 𝑵 𝟐 = 𝒄𝝆

30

문제 3-8

위의 평균과 분산에 대한 관계식을 증명하라.

𝑵~𝑷𝒐𝒊𝒔𝒔𝒐𝒏(𝝀 = 𝒄𝝆)

𝑬 𝑵 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒏𝒑𝒏 = σ𝒏=𝟎

∞ 𝒏
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒆−𝒄𝝆 = 𝒆−𝒄𝝆𝒄𝝆 σ𝒌=𝟎

∞ 𝒄𝝆 𝒌

𝒌!
= 𝒄𝝆 ∙ 𝒆−𝒄𝝆 ∙ 𝒆𝒄𝝆 = 𝒄𝝆

𝑽𝒂𝒓 𝑵 = 𝑬 𝑵𝟐 − 𝑬 𝑵 𝟐 = 𝒄𝝆 𝟐 + 𝒄𝝆 − 𝒄𝝆 𝟐 = 𝒄𝝆

𝑬 𝑵𝟐 = 𝑬 𝑵 𝑵 − 𝟏 + 𝑬 𝑵 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒏 𝒏 − 𝟏 ∙ 𝒑𝒏 + 𝒄𝝆 = σ𝒏=𝟎

∞ 𝒏 𝒏 − 𝟏 ∙
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒆−𝒄𝝆 + 𝒄𝝆

= 𝒆−𝒄𝝆 σ𝒏=𝟐
∞ 𝒏 𝒏−𝟏 𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
+ 𝒄𝝆 = 𝒆−𝒄𝝆 σ𝒏=𝟐

∞ 𝒄𝝆 𝒏

(𝒏−𝟐)!
+ 𝒄𝝆 = 𝒆−𝒄𝝆 σ𝒌=𝟎

∞ 𝒄𝝆 𝒌+𝟐

(𝒌)!
+ 𝒄𝝆 = 𝒄𝝆 𝟐𝒆−(𝒄𝝆) σ𝒌=𝟎

∞ 𝒄𝝆 𝒌

𝒌!
+ 𝒄𝝆

= 𝒄𝝆 𝟐𝒆−(𝒄𝝆) ∙ 𝒆𝒄𝝆 + 𝒄𝝆 = 𝒄𝝆 𝟐 + 𝒄𝝆

𝒑𝒏 =
𝒄𝝆 𝒏

𝒏!
𝒆−𝒄𝝆



𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐 Ⅲ



A. 개요

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 버퍼의 크기가 유한한 단일서버를 갖는 시스템의 대기행렬에 대한 확률 모델
• 서비스를 받고 있는 고객을 고려하여 시스템 내에 고객이 𝑲명이므로 버퍼에는

𝑲 − 𝟏명까지의 고객을 저장할 수 있음
• 브러킹(Blocking): 고객의 수가 𝑲일 경우, 새로 도착하는 고객은 버퍼에 빈 공간이 
없으므로 시스템 내로 들어올 수 없음

• 시스템 내 고객의 수를 나타내는 확률이 𝒑𝒏, 𝒏 = 𝟎, 𝟏, 𝟐 ⋯ , 𝑲까지만 정의됨

• 𝜶𝒏 = ቊ
𝜶, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲 − 𝟏

𝟎, 𝒏 ≥ 𝑲

• 𝜷𝒏 = ቊ
𝜷, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

𝟎, 𝒏 > 𝑲

• 𝒑𝒏 = ቊ
𝒑𝟎𝝆𝒏, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

𝟎, 𝒏 > 𝑲

31



B. 시스템 상태확률(1/3)

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 𝒑𝒏 =
𝟏−𝝆 𝝆𝒏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏 , 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

• 𝒑𝒏 = ቊ
𝒑𝟎𝝆𝒏, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

𝟎, 𝒏 > 𝑲

32

σ𝒏=𝟎
𝑲 𝒑𝒏 = 𝟏

𝒑𝟎 =
𝟏

σ𝒓=𝟎
𝑲 𝝆𝒓 =

𝟏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏

𝟏−𝝆

=
𝟏−𝝆

𝟏−𝝆𝑲+𝟏

𝒑𝟏 =
𝟏−𝝆 𝝆𝟏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏

⋮

𝒑𝒏 =
𝟏−𝝆 𝝆𝒏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏

고객의 수가 𝒏인 확률 𝒑𝒏에 관하여 만약 𝒏 = 𝑲일 경우 
시스템폭주(System Congestion) 현상이 일어난다. 
이러한 시스템의 폭주확률(Blocking Probability)는 
다음과 같다.

𝒑𝑲 =
𝟏−𝝆 𝝆𝑲

𝟏−𝝆𝑲+𝟏

문제 3-9

위에서 구한 𝒑𝒏에 관한 표현식에서 𝑲 → ∞일 경우, 
이 시스템은 어떻게 동작할까?

𝒑𝒏 =
𝟏−𝝆 𝝆𝒏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏에서 분모에 있는 𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏에 대해 𝑲 → ∞일 경우( lim
𝑲→∞

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏)를 살펴보자.

𝝆 < 𝟏일경우, lim
𝑲→∞

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏 = 𝟏이므로, 𝒑𝒏 = 𝟏 − 𝝆 𝝆𝒏 이다. 따라서, 𝑴/𝑴/𝟏큐의 평행상태 확률분포와 같다.

𝝆 ≥ 𝟏일경우, lim
𝑲→∞

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏 = ∞이므로, 𝒑𝒏이 수렴하지 않아 시스템이 안정적이지 않은 상태를 의미한다.



B. 시스템 상태확률(2/3)

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 𝒑𝒏 =
𝟏−𝝆 𝝆𝒏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏 , 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

• 𝒑𝒏 = ቊ
𝒑𝟎𝝆𝒏, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

𝟎, 𝒏 > 𝑲
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일반적으로 패킷교환기는 여러 명의 고객으로부터 들어오는 패킷을 일단 버퍼에 저장해두고 도착한 순서에 

따라서 하나씩 처리한다고 한다. 이때, 패킷의 평균도착률이 초당 5개이고 하나의 패킷의 평균서비스시간이
𝟏

𝟔

초인패킷교환기가 있다고 하자. 그런데 이 교환기는 버퍼에 5개의 패킷을 수용할 공간 밖에 없다고 한다. 임의
의 패킷이 교환기에 도착하였을 때 들어갈 자리가 없을 확률은 얼마인가?

예제 3-9

평균부하 𝝆는
𝟓

𝟔
이다. 그리고 하나의 패킷이 교환기에 도착해서 들어갈 자리가 없을 확률은 교환기에 패킷이 6개가 있고 하나

의 패킷은 서비스를 받는 중이고 나머지 5개의 패킷은 버퍼에서 대기하는 경우이다.

𝒑𝑲 =
𝟏 − 𝝆 𝑲

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏
ቚ

𝑲=𝟔
= 𝟎. 𝟎𝟓𝟔𝟒

즉, 패킷이 도착하여 교환기 안으로 들어가지 못할 확률이 5.64%가 된다.



B. 시스템 상태확률(3/3)

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 𝒑𝒏 =
𝟏−𝝆 𝝆𝒏

𝟏−𝝆𝑲+𝟏 , 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

• 𝒑𝒏 = ቊ
𝒑𝟎𝝆𝒏, 𝟎 ≤ 𝒏 ≤ 𝑲

𝟎, 𝒏 > 𝑲
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일반적으로 패킷교환기는 여러 명의 고객으로부터 들어오는 패킷을 일단 버퍼에 저장해두고 도착한 순서에 
따라서 하나씩 처리한다고 한다. 이때, 패킷의 평균도착률이 초당 5개이고 하나의 패킷의 평균서비스시간이
𝟏

𝟔
초인 패킷교환기가 있다고 하자. 패킷 교환기가 수용할 수 있는 버퍼의 크기가 100일 때, 새로 도착한 패킷

이 교환기 안으로 들어가지 못할 확률은 얼마인가?

평균부하 𝝆는
𝟓

𝟔
이다. 그리고 하나의 패킷이 교환기에 도착해서 들어갈 자리가 없을 확률은 교환기에 패킷이 6개가 있고 하나

의 패킷은 서비스를 받는 중이고 나머지 5개의 패킷은 버퍼에서 대기하는 경우이다.

𝒑𝑲 =
𝟏 − 𝝆 𝑲

𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏
ቚ

𝑲=𝟏𝟎𝟎
= 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟐

즉, 패킷이 도착하여 교환기 안으로 들어가지 못할 확률이 0.000002%가 된다. 이는 평소 자주 일어나지 않는 상황인 희귀
사건(Rare Event)를 의미한다.

문제 3-10



B. 희귀사건(Rare Event)(1/2)

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 𝒑𝑲 =
𝟏−𝝆 𝝆𝑲

𝟏−𝝆𝑲+𝟏 ≤ 𝜺

• 𝑲 ≥
𝐥𝐨𝐠

𝜺

𝟏−𝝆+𝜺𝝆

𝐥𝐨𝐠(𝝆)

35

어떤 패킷 교환기를 위한 버퍼의 크기를 설계하는 상황에서 패킷의 평균도착률이 𝝀이고, 평균서비스율이 𝝁인
푸아송분포를따른다고 가정하자. 패킷은 도착한 순서에 의해서 한번에 하나씩 서비스되며 버퍼의 크기는 𝒌 − 𝟏 
이라고 한다. 여기서 버퍼가 폭주 상태인 사건의 목표치를 𝜺보다 크지 않도록 유지하기 위해서 패킷교환기가
준비해야 할 버퍼의 크기는 얼마일까?

버퍼의 초소 크기를 구하기 위해 𝑲에 대한 관계식으로 정리해야한다. 여기서, 
𝐥𝐨𝐠(𝒙)는 Base가 𝟏𝟎인 로그함수이고, 천장함수(Ceiling Function) 𝒙 는
𝒙보다 작지않은 최소 정수를 나타낸다. 

𝟏 − 𝝆 𝝆𝑲 ≤ 𝜺(𝟏 − 𝝆𝑲+𝟏)

𝟏 − 𝝆 𝝆𝑲 + 𝜺𝝆𝑲+𝟏 ≤ 𝜺

𝝆𝑲(𝟏 − 𝝆 + 𝜺𝝆) ≤ 𝜺

𝝆𝑲 ≤
𝜺

(𝟏−𝝆+𝜺𝝆)

𝐥𝐨𝐠(𝝆𝑲) ≤ 𝐥𝐨𝐠
𝟏

𝟏−𝝆+𝜺𝝆

𝑲 ∙ 𝐥𝐨𝐠(𝝆) ≤ 𝐥𝐨𝐠
𝟏

𝟏−𝝆+𝜺𝝆

𝑲 ≥
𝐥𝐨𝐠

𝟏

𝟏−𝝆+𝜺𝝆

𝐥𝐨𝐠(𝝆)



B. 희귀사건(Rare Event)(2/2)

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 𝒑𝑲 =
𝟏−𝝆 𝝆𝑲

𝟏−𝝆𝑲+𝟏 ≤ 𝜺

• 𝑲 ≥
𝐥𝐨𝐠

𝜺

𝟏−𝝆+𝜺𝝆

𝐥𝐨𝐠(𝝆)

36

어떤 패킷 교환기를 위한 버퍼의 크기를 설계하는 상황에서 패킷의 평균도착률이 𝝀이고, 평균서비스율이 𝝁인
푸아송분포를따른다고 가정하자. 패킷은 도착한 순서에 의해서 한번에 하나씩 서비스되며 버퍼의 크기는 𝒌 − 𝟏 
이라고 한다. 여기서 버퍼가 폭주 상태인 사건의 목표치를 𝜺보다 크지 않도록 유지하기 위해서 패킷교환기가
준비해야 할 버퍼의 크기는 얼마일까?

버퍼의 초소 크기를 구하기 위해 𝑲에 대한 관계식으로 정리해야한다. 여기서, 
𝐥𝐨𝐠(𝒙)는 Base가 𝟏𝟎인 로그함수이고, 천장함수(Ceiling Function) 𝒙 는
𝒙보다 작지않은 최소 정수를 나타낸다. 

시스템 부하가 𝟎. 𝟏, 𝟎. 𝟓, 𝟎. 𝟕인 세가지 유형의 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐 시스템에 대하여 시스템 폭주확률이 𝟏𝟎𝟔이하로 
유지되기 위하여 필요한 버퍼의 최소용량을 구하라

문제 3-11

𝑲 ≥
𝐥𝐨𝐠

𝟏𝟎−𝟔

𝟏−𝟎.𝟏+𝟏𝟎−𝟔𝟎.𝟏

𝐥𝐨𝐠 𝟎.𝟏
=

−𝟏𝟑.𝟖𝟏𝟓

−𝟐.𝟑𝟎𝟐𝟔
≈ 𝟓. 𝟗𝟓 ⇒ 𝑲 = 𝟔

𝑲 ≥
𝐥𝐨𝐠

𝟏𝟎−𝟔

𝟏−𝟎.𝟓+𝟏𝟎−𝟔𝟎.𝟓

𝐥𝐨𝐠 𝟎.𝟓
=

−𝟏𝟑.𝟏𝟐𝟐𝟒

−𝟎.𝟔𝟗𝟑𝟏
≈ 𝟏𝟖. 𝟗𝟑 ⇒ 𝑲 = 𝟏𝟗

𝑲 ≥
𝐥𝐨𝐠

𝟏𝟎−𝟔

𝟏−𝟎.𝟕+𝟏𝟎−𝟔𝟎.𝟕

𝐥𝐨𝐠 𝟎.𝟕
=

−𝟏𝟐.𝟔𝟏𝟐𝟓

−𝟎.𝟑𝟓𝟔𝟕
≈ 𝟑𝟓. 𝟑𝟔 ⇒ 𝑲 = 𝟑𝟔



C. 시스템 내의 평균고객의 수 및 평균대기시간

3 𝑴/𝑴/𝟏/𝑲 큐III

• 𝑬 𝑵 = σ𝒏=𝟎
𝑲 𝒏𝒑𝒏 =

(𝟏−𝝆)

𝟏−𝝆𝑲+𝟏
σ𝒏=𝟎

𝑲 𝒏𝝆𝒏 =
𝝆[𝟏+𝑲𝝆𝑲+𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲]

(𝟏−𝝆)(𝟏−𝝆𝑲+𝟏)

• σ𝒏=𝟎
𝑲 𝒏𝒑𝒏 =

𝝆(𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲+𝑲𝝆𝑲+𝟏)

𝟏−𝝆 𝟐 =
𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲+𝑲𝝆𝑲+𝟏

𝟏−𝝆 𝟐 =
𝝆[𝟏+𝒌𝝆𝑲+𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲]

𝟏−𝝆 𝟐

• 𝑾 =
𝑬[𝑵]

𝜶𝒆
=

𝟏

𝜶(𝟏−𝒑𝑲)
×

𝜶[𝟏+𝑲𝝆𝑲+𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲]

(𝜷−𝜶)(𝟏−𝝆𝑲+𝟏)
=

𝟏+𝑲𝝆𝑲+𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲

(𝟏−𝒑𝑲)(𝜷−𝜶)(𝟏−𝝆𝑲+𝟏)

• 유효도착률(Effective Arrival Rate) 𝜶𝒆 = 𝜶(𝟏 − 𝒑𝑲)

37

트래픽 강도 𝝆 =
𝟓

𝟔
, 시스템 상태확률 𝒑𝑲 =

𝟏−𝝆 𝝆𝑲

𝟏−𝝆𝑲+𝟏 =
𝟏

𝟔

𝟓

𝟔

𝟔

𝟏−
𝟓

𝟔

𝟕 =
𝟎.𝟎𝟓𝟔

𝟎.𝟕𝟐𝟏
= 𝟎. 𝟎𝟕𝟖

라우터에서 소비하는 평균대기시간 𝑾 =
𝟏+𝑲𝝆𝑲+𝟏− 𝑲+𝟏 𝝆𝑲

(𝟏−𝒑𝑲)(𝜷−𝜶)(𝟏−𝝆𝑲+𝟏)
=

𝟏+𝟔×
𝟓

𝟔

𝟕
−𝟕

𝟓

𝟔

𝟔

(𝟏−𝟎.𝟎𝟕𝟖)(𝟔−𝟓)(𝟏−
𝟓

𝟔

𝟕
)

=
𝟎.𝟑𝟑.𝟎𝟑

𝟎.𝟔𝟔𝟒𝟕

𝜶 = 𝝆𝜷

𝟏 − 𝝆 =
𝜷 − 𝜶

𝜷

패킷을 저장할 수 있는 버퍼의 개수가 5로 유한한 라우터에서 푸아송분포를 따라 들어오는 패킷의 평균도착률
이 초당 50개이고 지수함수분포를 따르는 패킷서비스시간의 평균은 1초라고 한다. 이때, 하나의 패킷이
라우터에서 소비하는 시간은 평균 몇 초 인가?

예제 3-10



𝑴𝑲/𝑴/𝟏 큐 Ⅳ



4 𝑴𝑲/𝑴/𝟏 큐IV

A. 개요(1/3)

• 단일서버에 동시에 도착하는 고객의 수가 𝑲인 시스템의 대기행렬에 대한 확률 모델
• 평균서비스율 𝜷인 지수분포를 따르는 한 개의 서버의 버퍼는 𝒏 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, ⋯ , ∞
• 평균도착률 𝜶인 푸아송 도착과정에서 한번의 도착 시 𝑲명의 고객이
집단으로 도착함

• 상태천이방정식(State Transition Equation)
• 𝒑𝟎(𝒕 + 𝜹𝒕): 시간 𝒕 + 𝜹𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명도 없을 확률

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명도 없었고(𝒑𝟎(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에도
시스템에 고객이 한명도 도착하지 않았을 경우(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명 있었고(𝒑𝟏(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에 해당 
고객이 서비스를 받고 시스템을 떠나버리거나(𝜷𝜹𝒕), 새로운 다른 고객의 도착이 
없는 경우(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)

38

𝒑𝟎 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝟏 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,
𝒑𝟏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝟐 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕, 

⋮



4 𝑴𝑲/𝑴/𝟏 큐IV

A. 개요(2/3)

• 단일서버에 동시에 도착하는 고객의 수가 𝑲인 시스템의 대기행렬에 대한 확률 모델
• 상태천이방정식(State Transition Equation)

• 𝒑𝟏(𝒕 + 𝜹𝒕): 시간 𝒕 + 𝜹𝒕에서 시스템 내에 고객이 한명이 있을 확률
• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명이 있었는데(𝒑𝟏(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에도 
서비스가 끝나지 않은 경우((𝟏 − 𝜶𝟏𝜹𝒕)(𝟏 − 𝜷𝟏𝜹𝒕))

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 두 명 있었고(𝒑𝟐(𝒕)), 이후 시간 𝜹𝒕 동안에 고객
한명이 서비스를 마치고 시스템을 떠나버리거나(𝜷𝟐𝜹𝒕), 새로운 다른 고객의
도착이 없는 경우(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)

𝒑𝟎 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝟏 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,
𝒑𝟏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝟐 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕, 

⋮

𝒑𝑲−𝟏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝑲−𝟏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝑲(𝒕)(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,

𝒑𝑲(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝟎 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝑲 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝑲+𝟏(𝒕)(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,

𝒑𝑲+𝟏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕(𝟏 − 𝜷𝜹𝒕) + 𝒑𝑲+𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝑲+𝟐 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,

⋮

𝒑𝒏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝒏−𝑲 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝒏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝒏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏+𝟏 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕
39



4 𝑴𝑲/𝑴/𝟏 큐IV

A. 개요(3/3)

• 단일서버에 동시에 도착하는 고객의 수가 𝑲인 시스템의 대기행렬에 대한 확률 모델
• 상태천이방정식(State Transition Equation)

• 𝒑𝑲(𝒕 + 𝜹𝒕): 시간 𝒕 + 𝜹𝒕에서 시스템 내에 고객이 𝑲명이 있을 확률
• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 한 명도없었는데, 𝑲명의 집단 고객이 도착한
경우(𝒑𝟎(𝒕)𝜶𝜹𝒕)

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 𝑲명 있었는데, 이후 시간 𝜹𝒕 동안에 고객의 도착
과 서비스가 일어나지 않은 경우(𝒑𝑲 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 )

• 시간 𝒕에서 시스템 내에 고객이 𝑲 + 𝟏명 있었는데, 이후 시간 𝜹𝒕 동안에 고객의 
도착이 일어나지 않고, 서비스 종료가 일어난 경우(𝒑𝑲+𝟏(𝒕)(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕)

𝒑𝟎 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟎 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝟏 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,
𝒑𝟏 𝒕 + 𝜹𝒕 = 𝒑𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝟐 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕, 

⋮

𝒑𝑲−𝟏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝑲−𝟏 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝑲(𝒕)(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,

𝒑𝑲(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝟎 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝑲 𝒕 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝑲+𝟏(𝒕)(𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,

𝒑𝑲+𝟏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝟏 𝒕 𝜶𝜹𝒕(𝟏 − 𝜷𝜹𝒕) + 𝒑𝑲+𝟏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝜹𝒕 + 𝒑𝑲+𝟐 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕,

⋮

𝒑𝒏(𝒕 + 𝜹𝒕) = 𝒑𝒏−𝑲 𝒕 𝜶𝜹𝒕 + 𝒑𝒏(𝒕) 𝟏 − 𝜶𝜹𝒕 𝟏 − 𝜷𝒏𝜹𝒕 + 𝒑𝒏+𝟏 𝒕 (𝟏 − 𝜶𝜹𝒕)𝜷𝜹𝒕
40
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B. 시스템 상태확률(1/2)

𝒅𝒑𝟎 𝒕

𝒅𝒕
= −𝜶𝒑𝟎 𝒕 + 𝜷𝒑𝟏(𝒕),

𝒅𝒑𝟏 𝒕

𝒅𝒕
= − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝟏 𝒕 + 𝜷𝒑𝟐(𝒕),

⋮
𝒅𝒑𝑲−𝟏 𝒕

𝒅𝒕
= − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝑲−𝟏 𝒕 + 𝜷𝒑𝑲(𝒕),

𝒅𝒑𝑲 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝒑𝟎 𝒕 − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝑲 𝒕 + 𝜷𝒑𝑲+𝟏(𝒕),

𝒅𝒑𝑲+𝟏 𝒕

𝒅𝒕
= 𝜶𝒑𝟏 𝒕 − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝑲+𝟏 𝒕 + 𝜷𝒑𝑲+𝟐(𝒕),

⋮

𝟎 = −𝜶𝒑𝟎 + 𝜷𝒑𝟏,

𝟎 = − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝟏 + 𝜷𝒑𝟐,

⋮

𝟎 = − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝑲−𝟏 + 𝜷𝒑𝑲,
𝟎 = 𝜶𝒑𝟎 − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝑲 + 𝜷𝒑𝑲+𝟏,
𝟎 = 𝜶𝒑𝟏 − 𝜶 + 𝜷 𝒑𝑲+𝟏 + 𝜷𝒑𝑲+𝟐,
⋮

41

𝒑𝒏의 확률생성함수(PGF) 𝑷 𝒛  정의

𝑷 𝒛 = ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒛𝒏𝒑𝒏

𝜶𝒛𝑲 ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏 − 𝜶 ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏 − 𝜷 ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏 + 𝜷 ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏−𝟏 = 𝟎

𝜶𝒛𝑲𝑷 𝒛 − 𝜶𝑷 𝒛 − 𝜷 𝑷 𝒛 − 𝒑𝟎 +
𝜷 𝑷 𝒛 − 𝒑𝟎

𝒛
= 𝟎

𝑷 𝒛 =
𝜷𝒑𝟎(𝟏 − 𝒛)

𝜶𝒛𝑲+𝟏 − 𝜶 + 𝜷 𝒛 + 𝜷

• 𝒑𝒌 = 𝝆 𝟏 + 𝝆 𝒌−𝟏 𝟏 − 𝑲𝝆 , 𝐤 ≤ 𝑲

미분
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B. 시스템 상태확률(2/2)

42

𝜶𝒛𝑲 ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏 − 𝜶 ෍

𝒏=𝟎

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏 − 𝜷 ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏 + 𝜷 ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒑𝒏𝒁𝒏−𝟏 = 𝟎

𝜶𝒛𝑲𝑷 𝒛 − 𝜶𝑷 𝒛 − 𝜷 𝑷 𝒛 − 𝒑𝟎 +
𝜷 𝑷 𝒛 − 𝒑𝟎

𝒛
= 𝟎

𝑷 𝒛 =
𝜷𝒑𝟎(𝟏 − 𝒛)

𝜶𝒛𝑲+𝟏 − 𝜶 + 𝜷 𝒛 + 𝜷

𝑷 𝟎 = 𝒑𝟎 = 𝟏 −
𝑲𝜶

𝜷
= 𝟏 − 𝑲𝝆

𝑷 𝟏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒛→𝟏

𝑷(𝒛) =
−𝜷𝒑𝟎

𝑲 + 𝟏 𝜶𝒛𝑲 − (𝜶 + 𝜷)
=

−𝜷𝒑𝟎

𝑲𝜶 − 𝜷
= 𝟏

𝒑𝟏 = 𝝆𝒑𝟎 = 𝝆(𝟏 − 𝑲𝝆)
𝒑𝟐 = 𝟏 + 𝝆 𝒑𝟏 = 𝝆(𝟏 + 𝝆)(𝟏 − 𝑲𝝆)

𝒑𝟑 = 𝟏 + 𝝆 𝒑𝟐 = 𝝆 𝟏 + 𝝆 𝟐(𝟏 − 𝑲𝝆)
𝒑𝒌 = 𝝆 𝟏 + 𝝆 𝒌−𝟏 𝟏 − 𝑲𝝆 , 𝐤 ≤ 𝑲

• 𝒑𝒌 = 𝝆 𝟏 + 𝝆 𝒌−𝟏 𝟏 − 𝑲𝝆 , 𝐤 ≤ 𝑲

𝒑𝒏의 확률생성함수(PGF) 𝑷 𝒛  정의

𝑷 𝒛 = σ𝒏=𝟎
∞ 𝒛𝒏𝒑𝒏, 𝑷 𝟏 = σ𝒏=𝟎

∞ 𝟏𝒏𝒑𝒏



4 𝑴𝑲/𝑴/𝟏 큐IV

B. 시스템 내의 평균고객의 수

𝟏 − 𝑲𝝆 > 𝟎, 𝑲𝝆 < 𝟏

𝑷 𝒛 =
𝜷𝒑𝟎(𝟏 − 𝒛)

𝜶𝒛𝑲+𝟏 − 𝜶 + 𝜷 𝒛 + 𝜷
=

(𝟏 − 𝑲𝝆)(𝟏 − 𝒛)

𝝆𝒛𝑲+𝟏 − 𝟏 + 𝝆 𝒛 + 𝟏

=
(𝟏 − 𝑲𝝆)(𝟏 − 𝒛)

𝟏 − 𝒛 − 𝝆𝒛(𝟏 − 𝒛𝑲)
=

𝟏 − 𝑲𝝆

𝟏 − 𝝆𝒛
𝟏 − 𝒛𝑲

𝟏 − 𝒛

• 𝑳 =
𝑲(𝑲+𝟏)𝝆

𝟐(𝟏−𝑲𝝆)

확률의 값은 항상 0보다는 크거나

같아야 하며, 𝒑𝟎은 0이 아님

𝒑𝟎 = 𝟏 − 𝑲𝝆

𝟏−𝒛𝑲

𝟏−𝒛
는초기항이 1이고 공비가

𝒛인 유한 등비수열의 합

𝑷 𝒛 =
𝟏 − 𝑲𝝆

𝟏 − 𝝆𝒛(𝟏 + 𝒛 + 𝒛𝟐 + ⋯ + 𝒛𝑲−𝟏)

=
𝟏 − 𝑲𝝆

𝟏 − 𝝆𝒛 − 𝝆𝒛𝟐 − ⋯ − 𝝆𝒛𝑲

𝑷′ 𝒛 =
(𝟏 − 𝑲𝝆)𝝆(𝟏 + 𝟐𝒛 + 𝟑𝒛𝟐 + ⋯ + 𝑲𝒛𝑲−𝟏)

𝟏 − 𝝆𝒛 − 𝝆𝒛𝟐 − ⋯ − 𝝆𝒛𝑲 𝟐

미분

𝑳 = 𝑷′ 𝟏 =
𝑲(𝑲 + 𝟏)𝝆

𝟐(𝟏 − 𝑲𝝆) 43
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C. 시스템 내의 평균대기고객의 수

𝓠 = ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒏 − 𝟏 𝒑𝒏 = ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒏𝒑𝒏 − ෍

𝒏=𝟏

∞

𝒑𝒏 = 𝑳 − 𝟏 − 𝒑𝟎 =
𝑲(𝑲 + 𝟏)𝝆

𝟐(𝟏 − 𝑲𝝆)
− 𝑲𝝆

• 𝓠 =
𝑲(𝑲+𝟏)𝝆

𝟐(𝟏−𝑲𝝆)
− 𝑲𝝆

44

고객의 수가 𝒏일 때, 큐 내에서
기다리고 있는 고객의 수는 𝒏 − 𝟏

트래픽강도 𝝆 =
𝟏

𝟔
(단, K=4)

리프트앞에서 기다리고 있는 고객의 평균 수 =
𝑲(𝑲+𝟏)

𝟐(𝟏−𝑲𝝆)
− 𝑲𝝆 =

𝟒×𝟓×
𝟏

𝟔

𝟐 𝟏−𝟒×
𝟏

𝟔

− 𝟒 ×
𝟏

𝟔
= 𝟓 −

𝟓

𝟔
=

𝟐𝟓

𝟔
=약 5명

어느 스키장의 리프트에는 진행요원의 제어에 의하여 4개의 열을 만들어서 고객을 리프트에 태우는데 집단 고
객의 평균도착률이 분당 1회이고 한번의 도착 시 4명의 고객이 컨트롤선 안으로 들어간다고 한다. 한편, 리프
트는 한 번에 한 명씩 실어 나른다고 가정하고, 한명의 고객의 평균서비스시간(리프트에 앉아서 떠나는 데까지 
걸리는 시간)은 10초라고 한다. 이때, 임의의 고객이 리프트 앞에 도착하였을 때 리프트 앞에서 기다리고 있는 
고객의 평균 수는 몇 명인가?

예제 3-11
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