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개요 Ⅰ



1 개요 (1/2)I

A. 확률이론 기초의 필요성

｜ 대기행렬 이론은 예측이 어려운 현실의 문제를 수학적으로 모델링하기 위해 

고안되었으며, 대기행렬 시스템은 불확실한 현상들로 구성되어 있음

● 현실세계에서의 고객 도착 시간, 서비스 시간, 대기 시간 등은 모두 고정된 수치가 

아니라 확률적으로 변화함

확률이론은 대기행렬 해석의 출발점이며, 

복잡하고 불확실한 현실을 수학적으로 바꾸는 언어이다!

｜ 이러한 불확실성을 정량적으로 예측하고, 시스템의 성능을 평가하기 위해서는 

확률이론이 필수적임

점심시간 고객 도착량을 

예측하여 적절한 인력을 

배치

환자 도착과 치료 시간의 

변동성을 고려하여 

대기 시간을 분석

특정 시간대에 몰리는 

통화량을 예측하여 

상담 인력 수를 결정



1 개요 (2/2)I

A. 대기행렬 해석을 위한 확률 도구

｜ 대기행렬 시스템을 수학적으로 이해하고 분석하기 위해서는, 불확실한 현상을 

수치로 표현하고(확률변수), 그 평균적 행동을 파악하며(기대치), 복잡한 

구조도 다룰 수 있는 도구(근사 해석법)가 필요함

1 확률변수
｜ 현실의 불확실한 현상을 수치로 표현하는 수학적 도구

● 고객 도착 시간, 서비스 시간, 대기 시간은 모두 매 순간 달라질 수 있음에 따라 이를 하나의 수치로 

정리하고 모델링하기 위해 확률변수로 표현함

2 기대치
｜ 확률변수가 평균적으로 어떤 값을 가질지를 나타냄

● ‘고객은 평균적으로 얼마나 기다려야 할까?’, ‘하루 평균 몇 명이 대기하는가?’ 등과 같은 질문은

확률변수를 기반으로 한 기대치 계산을 통해 정량적으로 답할 수 있음

3 근사 해석법
｜복잡한 시스템을 해석 가능한 형태로 단순화하여, 빠르게 성능을 예측할 수 있도록 하는 기법

● 실제 시스템은 복잡하기 때문에, 정확한 해를 도출하는 것은 불가능하거나 계산이 매우 복잡하므로, 

확률적 근사 해석이 필요함



확률변수 Ⅱ



A. 확률변수 개요

2 확률변수 (1/30)II

｜정의: 어떤 확률실험에서 결과가 확률에 따라 결정될 때, 그 결과를 수치로 

표현한 변수

｜예시: 주사위를 던졌을 때 나올 수 있는 확률변수 (1, 2, 3, 4, 5, 6)

｜종류: 이산확률변수, 연속확률변수

이산확률변수 

(Discrete Random Variable)

취할 수 있는 값의 집합이 유한하거나 

셀 수 있을 만큼 무한한 확률변수

대기행렬에서의 예시:
〉

〉

대기열에 있는 고객 수

일정 시간 내 도착한 요청 횟수

대표 확률변수:
〉 이항확률변수

〉 기하확률변수

〉 포아송확률변수

연속확률변수 

(Continuous Random Variable)

어떤 구간 내의 모든 실수 값을 

가질 수 있는 확률변수

대기행렬에서의 예시:
〉

〉

두 고객 도착 간격

서비스 완료까지 걸리는 시간

대표 확률변수:
〉 지수확률변수

〉 정규확률변수



A. 연속확률변수 (Continuous Random Variable)

2 확률변수 (2/30)II

｜정의: 어떤 구간 내의 모든 실수 값을 가질 수 있는 확률변수

｜특징: 확률은 개별 값이 아닌, 구간 단위로 정의되며, 확률밀도함수(PDF, 

Probability Density Function) 𝑓(𝑥)를 통해 확률을 계산함

● 특정 구간 [a, b]에 대한 확률은 다음과 같이 도출됨: 𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑎׬
𝑏
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

● 확률밀도함수 𝑓(𝑥)의 조건: 𝑓 𝑥 ≥ ∞−׬ ,0
∞
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 1

AI센터 1층 투썸플레이스에서 커피를 주문한 후, 음료를 받기까지의 시간이 𝑋이고, 이 시간이 

확률밀도함수 𝑓 𝑥 = 2𝑒−2𝑥를 따른다고 하자.

이 때, 커피가 1분 이내에 준비될 확률은?

• 𝑃 0 ≤ 𝑋 ≤ 1 = 0׬
1
2𝑒−2𝑥 𝑑𝑥

= −𝑒−2𝑥 0
1 = −𝑒−2 + 1 ≈ 0.8647 

• 약 86.5% 확률로 1분 이내에 커피를 

     받을 수 있다!

(그림 1) 확률밀도함수를 통한 확률 예측 그래프



A. 연속확률변수 (Continuous Random Variable)

2 확률변수 (3/30)II

｜대표적인 연속확률변수: 지수확률변수, 정규확률변수

대기행렬을 공부하기 위해서는 왜 하필 지수확률변수, 정규확률변수를 

알아야할까?!

대기행렬 (Queueing Theory)에서 

해결하고자 하는 문제

〉 “고객이 도착하는 시간 간격은 어떻게 

되는가?”

〉 “서비스를 받는 데 걸리는 시간은 얼마나 

되는가?”

〉 “평균적으로 얼마나 오래 기다려야 하는가?”

지수분포는 Memoryless의 성질로 인해, 

‘다음 사건까지 기다리는 시간’을 모델링

하는 데 특화된 분포임

정규분포는 여러 확률변수의 합을 다루며, 

평균 성능 분석이나 근사 해석에 사용됨

대기행렬의 시간 분석에는 지수확률변수,

시스템 평균 성능 분석에는 정규확률변수가 필수적으로 활용됨



A. 지수확률변수 (Exponential Random Variable)

2 확률변수 (4/30)II

｜정의: 확률밀도함수가 다음과 같은 형태를 가지는 연속확률변수

𝑓 𝑥 = ቊ𝜆𝑒
−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0

｜특징: 기다리는 시간, 이벤트 간 간격을 모델링할 때 사용됨

● 기억 없음 성질 (Memoryless Property): 과거에 얼마나 기다렸는지와 무관하게 

앞으로 기다릴 시간의 확률 분포가 동일함

• 연속확률변수 𝑋 ≥ 0가

𝑃 𝑋 > 𝑠 + 𝑡 𝑋 > 𝑠 = 𝑃 𝑋 > 𝑡
for all 𝑠, 𝑡 ≥ 0 를 만족하면, → 𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)

•
𝑃(𝑋>𝑠+𝑡)

𝑃(𝑋>𝑠)
=

𝑆(𝑠+𝑡)

𝑆(𝑠)
= 𝑆 𝑡

• 𝑆 𝑠 + 𝑡 = 𝑆 𝑠 ∙ 𝑆(𝑡)

• 𝑆 𝑥 = 𝑒−𝜆𝑥

* 𝑆 𝑥 = 𝑃(𝑋 > 𝑥)

𝝀: 람다 (lambda)

단위 시간당 평균 사건 발생 횟수

〉 e.g., 분당 2번 도착 → 𝜆 = 2

〉 𝜆가 클수록 사건이 자주 발생함 (평균 대기시간 짧음)

〉 평균 대기시간=
1

𝜆

｜지수분포 표기법: 𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)

(그림 2) 𝜆에 따른 지수 함수 비교 그래프



A. 지수확률변수 (Exponential Random Variable)

2 확률변수 (5/30)II

｜누적확률함수 (CDF, Cumulative Distribution Function): PDF를 아래의 값에서

부터 임의의 값 𝑥까지 누적하여 적분한 값으로, 𝐹(𝑥)로 표기함

𝐹 𝑥 = න
0

𝑥

𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0

● 의미: 𝑥초 이내에 사건이 발생할 확률

｜지수확률변수의 수학적 해석

● 사건의 발생을 기다리는 동안 아무 일도 안 일어났을 확률: 𝑃 𝑋 > 𝑥 = 1 − 𝐹 𝑥

● 사건이 그 전에 발생했을 확률: 𝐹 𝑥

● 특정 순간 사건이 발생할 확률밀도: 𝑓 𝑥

(그림 4) 지수분포의 누적확률함수 변화 시각화(그림 3) 지수분포의 확률밀도함수 변화 시각화



A. 지수확률변수 (Exponential Random Variable)

2 확률변수 (6/30)II

버스의 도착간격이 평균 1분, 2분 혹은 3분 간격으로 지수함수분포를 따라서 도착한다고 가정

할 때, 고객이 버스정류장에 가서 차가 올 때까지 기다려야 할 시간이 1분에서 10분일 경우에 

대한 확률밀도함수를 각각 구하여 그래프로 그려라

예제 2-1

예제 2-1의 그래프에서 1분 및 4분일 사건의 확률밀도함수에 대하여 세 가지 파라미터에 

대해서 PDF의 크기의 순서가 바뀐 것을 알 수 있다. 그 이유에 대한 물리적 의미는 무엇인가?

문제 2-1

(그림 5) 고객이 기다려야 할 시간에 대한 확률밀도함수

• 도착간격의 평균이 작으면(𝜆가 크면), 사건이 

더 빨리 발생할 확률이 높음 

→ 앞쪽(PDF 초반)이 큼

• 하지만 감소 속도도 빠름 

→ 시간이 조금만 지나도 확률이 빠르게 감소

• 반대로 도착간격의 평균이 크면(𝜆가 작으면),

초반 확률은 작지만 천천히 감소 

→ 뒤쪽 (PDF 후반) 값은 더 큼



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (7/30)II

｜정의: 평균 𝜇, 분산 𝜎2를 가지며 다음의 확률밀도함수를 따르는 연속확률변수

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , −∞ < 𝑥 < ∞

｜특징: 충분히 많은 샘플에서 나타나는 대칭적 분포를 가지며, 표준정규분포로의 

변환 가능성이 존재함

｜정규분포 표기법: 𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2)

● 많은 양의 샘플을 측정하고 관측하면, 평균을 중심으로 좌우 대칭적인 종(bell) 모양의 

분포가 자연스럽게 나타남

● 평균과 분산이 다른 정규분포는 평균 0, 분산 1의 표준정규분포로 변환할 수 있음

(그림 6) 표본 수 증가에 따른 

정규분포로의 수렴 시각화



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (8/30)II

평균이 170이고 표준편차가 10인 어떤 정규확률변수의 PDF를 𝑥 = [115, 225]에 대하여 구하라.

예제 2-2

예제 2-2의 그래프에서 어떤 확률의 값이 평균을 중심으로 대칭을 이루는 것의 물리적인 

의미는 무엇인가?

문제 2-2

𝜇 = 170, 𝜎 = 10→ 𝑓 𝑥 =
1

2𝜋10
𝑒−

(𝑥−170)2

200 , −115 ≤ 𝑥 ≤ 225

(그림 7) 정규확률변수의 확률밀도함수

• 정규분포에서 평균은 가장 “중심적인” 값이며,
데이터가 그 평균을 중심으로 같은 확률로 
퍼져 있음을 의미함

• 즉, 평균보다 a만큼 작은 값이 나올 확률과 
평균보다 a만큼 큰 값이 나올 확률이 동일함
을 의미함



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (9/30)II

｜선형결합된 확률변수: 평균 𝜇, 분산 𝜎2를 가지는 정규확률변수 𝑋를 변수로 하는 

함수 𝑌 = 𝛼𝑋 + 𝛽는 𝑌~𝑁(𝛼𝜇 + 𝛽, 𝛼2𝜎2)로 표기함

누적확률분포의 정의에 의하여,

𝐹𝑌 𝑥 = 𝑃 𝑌 ≤ 𝑥 = 𝑃 𝛼𝑋 + 𝛽 ≤ 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤
𝑥 − 𝛽

𝛼

𝐹𝑌 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤
𝑥 − 𝛽

𝛼
= 𝐹𝑋

𝑥 − 𝛽

𝛼

확률밀도함수의 정의에 의하여,

𝑓𝑌 𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
𝐹𝑌 𝑥 =

1

𝛼
𝐹′𝑋

𝑥 − 𝛽

𝛼
=
1

𝛼
𝑓𝑋

𝑥 − 𝛽

𝛼

따라서,

𝑓𝑌 𝑥 =
1

2𝜋𝛼𝜎
𝑒
−
(𝑥−(𝛼𝜇+𝛽))2

2𝛼2𝜎2

𝑋의 분포함수

평균이 𝛼𝜇 + 𝛽, 분산이 𝛼2𝜎2인 

정규분포를 따르는 확률변수

(그림 8) 정규분포 𝑓(𝑥) 그래프

(그림 9) 정규분포 𝑓(𝑥) 및 𝑓(𝑦) 그래프 비교



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (10/30)II

｜표준정규분포: 확률변수 𝑍가 평균 0, 분산 1을 갖고 다음과 같은 확률밀도함수를 

따를 때, 𝑍는 표준정규분포를 따른다고 함

𝑍~𝑁 0,1 , 𝑓𝑧 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒−

𝑧2

2 , −∞ < 𝑧 < ∞
𝑍 =

𝑋 − 𝜇

𝜎
𝑋 = 𝜇 + 𝜎𝑍

(그림 10) 표준정규분포로의 변화 그래프



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (11/30)II

｜누적분포함수 (CDF, Cumulative Distribution Function): 확률변수 𝑋가 어떤 값 

이하일 확률을 나타내는 함수

Φ 𝑥 = Pr 𝑋 < 𝑥 = න
−∞

𝑥

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

｜편측 누적분포함수 (One-Sided CDF): 확률변수 𝑋가 0보다 크고 𝑥보다 작을 

확률을 나타내는 함수

● Φ 0 = 0.5,Φ −𝑥 = 1 − Φ 𝑥 의 대칭성을 활용한 계산 수행 가능

Φ𝐻 𝑥 = Pr 0 < 𝑋 < 𝑥 = න
0

𝑥

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

● 일반 누적분포함수에서 Φ𝐻 𝑥 = Φ 𝑥 − 0.5 형태로 계산 가능

(그림 11) 표준정규분포에서의 Φ 1  값 (그림 12) 표준정규분포에서의 Φ 1 및 Φ𝐻 1  값



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (12/30)II

어느 마을에서 그 마을에 사는 어른과 아이를 포함한 사람의 평균 키는 160cm이고, 표준 편차

는 10cm일 때 어느 한 사람을 세워 놓고 키를 재었을 때 그의 키가 190cm보다 더 클 확률은 

얼마인가? 만약 다른 값은 같고 표준편차가 30이면 그 확률은 어떻게 되는가?

예제 2-3

위의 두 결과가 의미하는 것은 무엇인가?

문제 2-3

표준편차 10cm인 경우

표준편차 30cm인 경우

• 𝑃 𝑋 > 190 = 𝑃
𝑋−160

10
>

190−160

10

= 𝑃 𝑍 > 3 = 1 − Φ 3
= 1 − 0.9987 = 0.0013

• 𝑃 𝑋 > 190 = 𝑃
𝑋−160

30
>

190−160

30

= 𝑃 𝑍 > 1 = 1 − Φ 1
= 1 − 0.8413 = 0.1587

(그림 13) 표준편차에 따른 그래프 비교

• 표준편차가 작을수록 (𝜎 = 10), 분포가 평균 160을 
중심으로 더 좁고 집중되어 있음 
→ 190cm는 매우 극단적인 값→ 확률 매우 작음(0.135%)

• 표준편차가 클수록 (𝜎 = 30), 분포가 넓게 퍼짐 
→ 190cm는 덜 극단적인 값 → 상대적으로 확률 큼 (15.87%)



A. 정규확률변수 (Normally Distributed Random Variable)

2 확률변수 (13/30)II

CPU가 처리하는 프로세스의 평균 처리시간은 100ms, 표준편차는 20ms이며, 정규분포를 

따른다.

운영체제의 프로세스 처리시간

활용1 - 처리시간 기반 작업 분류 기준 설정

• 시스템에서는 처리시간이 상위 7%에 해당하는 

작업을 ‘과도하게 오래 걸리는 작업’으로 정의

하고, 스케줄링 선점 대상이 될 수 있음

• 표준정규분포를 통해 상위 7%에 해당하는 

𝑧 ≈ 1.475 → 𝑇 = 100 + 1.475 × 20 = 129.5ms

• 정규분포를 기반으로 이상 작업 자동 분류 및 

스케줄링 정책 설정 가능

활용2 - 확률 기반 시스템 안정성 진단

• 한 프로세스가 130ms 이상 걸릴 확률을 도출

함으로써 일반적으로 발생할 확률을 구함

• 정규화: 𝑧 =
130−100

20
= 1.5

• 𝑃 𝑋 > 130 = 𝑃(𝑍 > 1.5) ≈ 0.0668

• 운영 시스템에서 일정 시간 동안 long task

비율이 15% 이상으로 증가했다면?

→ CPU 병목 또는 시스템 내 리소스 과점 현상 

발생 가능성 시사

→ 시스템은 해당 확률의 변화 추이를 모니터링함

으로써 부하 상황을 사전에 감지/자원 재분배,

우선순위 조정 등 대응 가능

(그림 14) 성공 횟수에 따른 확률질량함수 변화



2 확률변수 (14/30)II

｜정의: 취할 수 있는 값의 집합이 유한하거나 셀 수 있을 만큼 무한한 확률변수

｜특징: 확률은 개별 값에 대해 정의되며, 확률질량함수(PMF, Probability Mass 

Function) 𝑝(𝑥)를 통해 각 값에 대한 확률을 직접 정의함

● 특정 값 𝑥에 대해:𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑝(𝑥)

● 확률질량함수 𝑝(𝑥)의 조건: 𝑝 𝑥 ≥ 0, σ𝑥 𝑝(𝑥) = 1

AI센터 1층 투썸플레이스에서 커피 추첨 이벤트가 열리고 있다.

고객은 1인 1회 추첨 기회를 가지며, 추첨 성공 확률은 20%라고 하자.

이 때, 고객이 2명 이하로만 성공할 확률은?

• 𝑃 𝑋 ≤ 2 = 𝑃 𝑋 = 0 + 𝑃 𝑋 = 1 + 𝑃 𝑋 = 2

=
5

0
(0.2)0(0.8)5+

5

1
(0.2)1(0.8)4+ +

5

2
(0.2)2(0.8)3

≈ 0.32768 + 0.4096 + 0.2048 = 0.94208

A. 이산확률변수 (Discrete Random Variable)

• 약 94.2% 확률로 5명 중 2명 이하만 당첨된다!



A. 이산확률변수 (Discrete Random Variable)

2 확률변수 (15/30)II

｜대표적인 이산확률변수: 이항확률변수, 기하확률변수, 포아송확률변수

대기행렬을 공부하기 위해서는 왜 하필 이항, 기하, 포아송 확률변수를 

알아야 할까?!

대기행렬 (Queueing Theory)에서 

해결하고자 하는 문제

〉 “100명의 고객에게 설문을 보낼 때, 응답하는 
사람이 20명 이하일 확률은?”

〉 “첫 번째 고객이 도착하기까지 몇 번의 

실패가 있을까?”

〉 “일정 시간 동안 고객이 몇 명 도착할까?”

이항분포는 고정된 시행 횟수 안에서의 
성공 횟수에 대한 모델링을 수행함

기하분포는 처음 성공이 나타날 때까지 
걸리는 시행 횟수에 대한 모델링을 수행함

반복적 성공/실패 분석에는 이항분포 / 첫 성공까지의 시행 수 분석에는 기하분포

/ 단위 시간 내 사건 발생 수 분석에는 포아송분포가 핵심적으로 활용됨

포아송분포는 단위 시간당 도착 고객 수를 
확률적으로 표현할 때 사용됨



A. 이항확률변수 (Binomial Random Variable)

2 확률변수 (16/30)II

｜정의: 동일한 조건에서 독립적으로 반복되는 베르누이 시행을 𝑛 번 수행했을 때, 

성공 횟수(𝑘)를 확률변수로 표현하며 다음의 확률질량함수를 따르는 

이산확률변수
𝑃 𝑋 = 𝑘 =

𝑛

𝑘
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘

베르누이 시행 (Bernoulli Trial)

• 1회의 실험 결과가 ‘성공’ 또는 ‘실패‘

둘 중 하나로만 나뉘는 시행

• 성공할 확률: 𝑝, 실패할 확률: 1−𝑝
• 결과를 확률변수 𝑋로 나타내면

𝑋 = ൝
1 (성공)

0 (실패)

｜이항분포 표기법: 𝑋~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙(𝑛, 𝑝)

(그림 15) 성공 횟수에 따른 확률질량함수 변화



A. 이항확률변수 (Binomial Random Variable)

2 확률변수 (17/30)II

앞면과 뒷면이 나올 확률이 같은 500원짜리 동전을 4개 이용하여 윷놀이를 한다고 하자. 이때 

도, 개, 걸, 윷 그리고 모 중에서 나올 확률이 높은 순서대로 나열하라.

예제 2-4

아마추어 야구선수 나승엽 선수는 동네의 야구연습장에서 공을 칠 때 평균타율이 3할이라고 

한다. 그가 어느 날 거기에 가서 10개의 공을 쳤을 때 3번 안타를 칠 확률은 얼마인가?

문제 2-4

• 동전에서 앞면과 뒷면이 나올 확률은 같으므로, 𝑝 = 1 − 𝑝 = 0.5

• 도 (앞:3, 뒤: 1) → 𝑃 도 = 4
3

1

2

4
=

1

4

• 개 (앞:2, 뒤: 2) → 𝑃 개 = 4
2

1

2

4
=

3

8

• 걸 (앞:1, 뒤: 3) → 𝑃 걸 = 4
1

1

2

4
=

1

4

• 윷 (앞:0, 뒤: 4) → 𝑃 윷 = 4
0

1

2

4
=

1

16

• 모 (앞:4, 뒤: 0) → 𝑃 모 = 4
4

1

2

4
=

1

16

• 평균타율이 3할이라고 하였으므로, 𝑝 = 0.3, 1 − 𝑝 = 0.7

• 𝑛 = 10, 𝑘 = 3 이므로, 구하고자 하는 값은 → 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 10
3
0.330.77



A. 기하확률변수 (Geometric Random Variable)

2 확률변수 (18/30)II

｜정의: 일정한 성공확률(𝑝)을 가지는 베르누이 시행을 반복할 때, 첫번째 성공이 

나타나는 시행횟수(𝑛)를 확률변수 𝑋로 표현하며, 다음의 확률질량함수를 따르는 

이산확률변수

𝑃 𝑋 = 𝑛 = (1 − 𝑝)𝑛−1𝑝, 𝑛 = 1,2,3, …

｜기하분포 표기법: 𝑋~𝐺𝑒𝑜(𝑝)

기하확률변수의 PMF 도출 과정

• 𝐹𝑖: 𝑖번째 시행에서 실패한 사건

• 𝑆𝑛: 𝑛번째 시행에서 처음으로 성공할 사건

• 사건 𝑋 = 𝑛: 앞선 𝑛 − 1은 모두 실패하고, 𝑛번째에 

처음 성공하는 사건

𝑃 𝑋 = 𝑛 = 𝑃 ሩ

𝑖=1

𝑛−1

𝐹𝑖 ∩ 𝑆𝑛

• 각 시행은 서로 독립이므로,

𝑃 𝑋 = 𝑛 =ෑ

𝑖=1

𝑛−1

𝑃(𝐹𝑖) ∙ 𝑃(𝑆𝑖)

• 확률을 대입해보면..

𝑃 𝑋 = 𝑛 = (1 − 𝑝)𝑛−1𝑝

(그림 16) 첫번째 성공이 나타나는 시행횟수(𝑛)에 따른 

확률질량함수 변화



A. 기하확률변수 (Geometric Random Variable)

2 확률변수 (19/30)II

어떤 남자가 선을 보아서 결혼에 성공할 확률이 30%라고 한다. 그렇다면 이 남자가 세 번 만에 

결혼에 성공할 확률은 얼마인가?

예제 2-5

농구선수는 센터라인에서 바스켓을 향하여 공을 던졌을 때 골이 바스켓 안으로 들어갈 확률이 

10%라고 한다. 이때 이 사람이 공을 던져서 골을 넣기 위하여 최소한 5번 이상 던져야 확률은?

문제 2-5

• 최초의 성공이 5번째 이상에 발생할 확률은 1~4번째까지 모두 실패할 확률과 동일함

• 𝑝 = 0.1,1 − 𝑝 = 0.9이므로, 구하고자 하는 값은,

• 𝑝 = 0.3, 𝑛 = 3이므로, 구하고자 하는 값은 → 𝑃 𝑋 = 3 = 0.72 × 0.3 = 0.147

어떤 남자가 선을 보아서 결혼에 성공할 확률이 1%라고 한다. 그렇다면 이 남자가 언젠가는 

결혼에 성공할 확률은 얼마일까?

예제 2-6

• 𝑃 𝑋 < ∞ = σ𝑛=1
∞ (1 − 𝑝)𝑛−1𝑝 =

𝑝

1−(1−𝑝)
= 1

→ 𝑃 𝑋 ≥ 5 = (1 − 𝑝)4= 0.94 = 0.6561



A. 기하확률변수 (Geometric Random Variable)

2 확률변수 (20/30)II

웹  API 요 청 은  통 신  오 류 나  네 트 워 크  불 안 정 으 로  인 해  실 패 할  수  있 으 며 ,

서비스 운영자는 사용자 경험 보장을 위해 최소 95% 이상의 요청 성공률을 보장하려고 한

다. 한 번의 요청이 성공할 확률이 𝑝 = 0.7일 때, 최대 3번까지 요청을 반복하는 정책이 이 

기준을 만족하는가?

웹 요청 재시도 성공률 기반 정책 수립

활용

• 첫 성공이 발생하는 시도 횟수를 확률변수 𝑋로 모델링을 수행하면,

𝑋~𝐺𝑒𝑜(𝑝 = 0.7)

• 누적 성공 확률을 계산하면 (3번 이내 성공 확인),

𝑃 𝑋 ≤ 3 = 𝑃 1 + 𝑃 2 + 𝑃 3
= 0.7 + 0.3 0.7 + 0.3 2 0.7
= 0.7 + 0.21 + 0.063 = 0.973

• 따라서, 3번 이내에 성공할 확률이 약 97.3%이므로, “최대 3회까지 재시도” 정책은 95% 이상 

성공률 보장 요구 조건을 만족함 (성공률 보장과 동시에 과도한 시도 방지 가능)



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (21/30)II

｜정의: 단위시간 당 평균 사건 발생 횟수가 𝜆일 때, 주어진 시간 구간 내 사건이 

𝑘번 발생할 확률을 나타내며, 다음의 확률질량함수를 따르는 이산확률변수

𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, 𝑘 = 0, 1,2, …

｜기하분포 표기법: 𝑋~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆)

(그림 17) 𝜆에 따른 포아송분포 그래프



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (22/30)II

𝑷 𝒌, 𝒕 : 임의의 시간구간 𝒕동안 𝒌개의 사건이 일어날 확률

• Step 1. 시간 [0, 𝒕 + ∆𝑡] 동안 사건이 전혀 발생하지 않을 확률

• 𝑃 0, 𝑡 + ∆𝑡 = 𝑃{ 0, 𝑡 간에 사건이 하나도 일어나지 않고 시간 𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 에 역시 사건이 하나도

일어나지 않음}
• = 𝑃( 0, 𝑡 간에 사건이 하나도 일어나지 않음) × 𝑃( 𝑡, 𝑡 + ∆𝑡 간에 사건이 하나도 일어나지 않음)
• 𝑃 0, 𝑡 + ∆𝑡 = 𝑃 0, 𝑡 𝑞 = 𝑃 0, 𝑡 1 − 𝜆∆𝑡

•
𝑃 0, 𝑡+∆𝑡 −𝑃 0,𝑡

∆𝑡
= −𝜆𝑃 0, 𝑡 , 𝑡 ≥ 0

•
𝑑

𝑑𝑡
𝑃 0, 𝑡 = −𝜆𝑃 0, 𝑡

• 𝐿𝑜𝑔𝑃 0, 𝑡 = −𝜆𝑡 + 𝐶
• 𝑃 0, 𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡+𝐶 = 𝐴𝑒−𝜆𝑡+𝐶 (𝐴 = 𝑒𝐶)

• 𝑃 0, 𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (23/30)II

𝑷 𝒌, 𝒕 : 임의의 시간구간 𝒕동안 𝒌개의 사건이 일어날 확률

• Step 2. 시간 [0, 𝑡 + ∆𝑡] 동안 𝑘개의 사건이 발생할 확률

• 𝑃 k, 𝑡 + ∆𝑡 = 𝑃 𝑘, 𝑡 𝑞 + 𝑃 𝑘 − 1, 𝑡 𝑝 = 𝑃 𝑘, 𝑡 1 − 𝜆∆𝑡 + 𝑃(𝑘 − 1, 𝑡)𝜆∆𝑡

•
𝑃 k, 𝑡+∆𝑡 −𝑃 𝑘,𝑡

∆𝑡
= −𝜆𝑃 𝑘, 𝑡 + 𝜆𝑃 𝑘 − 1, 𝑡

•
𝑑

𝑑𝑡
𝑃 𝑘, 𝑡 + 𝜆𝑃 𝑘, 𝑡 = 𝜆𝑃 𝑘 − 1, 𝑡

• 𝑘 = 1인 경우

•
𝑑

𝑑𝑡
𝑃 1, 𝑡 + 𝜆𝑃 1, 𝑡 = 𝜆𝑃 0, 𝑡

• 동차해:
𝑑

𝑑𝑡
𝑃ℎ 1, 𝑡 + 𝜆𝑃ℎ 1, 𝑡 = 0, 𝑃ℎ 1, 𝑡 = 𝐶𝑒−𝜆𝑡

• 𝑃 1,0 = 0이므로 𝐶 = 0

• 특별해:
𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝑝 1, 𝑡 + 𝜆𝑃𝑝 1, 𝑡 = 𝜆𝑃 0, 𝑡 →

𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝑝 1, 𝑡 + 𝜆𝑃𝑝 1, 𝑡 = 𝜆𝑒−𝜆𝑡

• 적분 적용 시, 𝑃𝑝 1, 𝑡 = 𝜆𝑡 + 𝐶 𝑒−𝜆𝑡 → 𝑃 1, 𝑡 = 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡
𝑃 𝑘, 𝑡 =

(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡

𝑘 𝑃(𝑘, 𝑡)

0 𝑒−𝜆𝑡

1 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡

2
(𝜆𝑡)2

2
𝑒−𝜆𝑡

3
(𝜆𝑡)3

6
𝑒−𝜆𝑡



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (24/30)II

AI 센터 앞을 지나가는 공항버스의 수는 1분에 평균 5대인 포아송 분포를 따른다고 하자.

어느 날 건물 앞에 서서 1시간 동안 지나가는 버스의 수를 관찰하였을 때 지나간 버스의 수가 

1,000대 이상일 확률은 얼마인가?

예제 2-7

• 1분을 기준으로 𝜆 = 5이므로, 1시간을 기준으로 𝜆 = 300
• 구하고자 하는 것은 1시간 동안 지나간 버스의 수가 1,000대 이상일 확률이기 때문에, 전체 

확률 1에서 버스가 지나갈 확률이 999대 이하일 확률을 빼면 됨

𝑃(1시간 동안 지나간 버스가 1,000대 이상) = 1 −෍

𝑘=0

999
300𝑘

𝑘!
𝑒−300



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (25/30)II

주변에서 포아송분포를 따르는 확률변수에는 어떠한 것이 있는지 찾아보고 현실에 맞게 

모형화해 보자.

문제 2-6

예시 설명 모형화

콜센터 1시간 동안 몇 명의 고객이 전화하는가? 𝑋: 시간 𝑡동안 전화 수

응급실 1일 동안 응급환자가 몇 명 오는가? 𝑋: 하루 응급환자 수 

도서관 10분 동안 입장하는 사람 수 𝑋: 단위 시간 입장 인원

인터넷 서버 1초 동안 서버에 도달한 요청 수 𝑋: 초당 패킷 수

• 𝜆 = 15이며 확률변수 𝑋는 ‘1시간 동안 계산대에 온 손님 수’

𝑋~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 15 → 𝑃 𝑋 = 𝑘 =
15𝑘

𝑘!
𝑒−15

• 따라서, 구하고자 하는 값은

𝑃 𝑋 = 20 =
1520

20!
𝑒−15

저녁 8시~9시 사이, AI센터 편의점에는 평균적으로 15명이 계산을 하러 온다. 이때, 오늘 저녁 

8~9시에 손님이 정확히 20명 올 확률은?



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (26/30)II

기업들은 자신들의 서비스 특성과 보안 민감도에 따라 ‘얼마나 많은 요청이면 비정상인가’

를 정량적으로 결정하고 싶어한다. 평균적으로 초당 100건의 요청이 발생하는 어느 기업은 

1초 내 요청 수가 𝑘건 이상일 확률이 1% 이하라면 DDoS 공격이 발생하였다고 판단하려고 

한다.

DDoS 탐지를 위한 임계치 설정

활용

• 평균 초당 요청 수는 100건임에 따라, 𝜆 = 100
• ‘1초 내 요청 수가 𝑘건 이상일 확률이 1% 이하’이면 DDoS 공격으로 판단하고자 함에 따라, 다음의 

식을 만족하는 최소 정수 𝑘를 찾고자 함

𝑃 𝑋 ≥ 𝑘 ≤ 0.01
• 𝑃 𝑋 ≥ 𝑘 = 1 − 𝑃 𝑋 < 𝑘 = 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 𝑘 − 1 이므로,

• 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 𝑘 − 1 ≤ 0.01 ⇒ 𝑃 𝑋 ≤ 𝑘 − 1 ≥ 0.99
• 따라서,

෍

𝑖=0

𝑘−1
100𝑖

𝑖!
𝑒−100 ≥ 0.99

• 𝑃 𝑋 ≤ 122 ≈ 0.99003 ⇒ 1 − 𝑃 𝑋 ≥ 123 ≈ 1 − 0.99003 = 0.00997 ≤ 0.01
• 즉, 𝑘 = 123가 최소 조건을 만족하는 이상 트래픽 탐지 임계값임을 확인할 수 있음



A. 포아송확률변수 (Poisson Random Variable)

2 확률변수 (27/30)II

AWS 방화벽에서는 평소 평균 2건/분의 차단 이벤트가 발생한다. 이벤트 수집기 이상 여부

를 판단하기 위하여 차단 이벤트가 0건일 확률이 3% 이하가 되는 최소 시간을 구하여라

클라우드 환경에서의 로그 차단 이벤트 이상 탐지

활용

• 𝑃 𝑘, 𝑡 =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡 의 수식을 갖는 포아송 분포에서, 𝜆 = 2, 𝑘 = 0임을 알 수 있음

𝑃 0, 𝑥 =
(2𝑡)0

0!
𝑒−2𝑥 ≤ 0.03

• 양번에 자연로그를 취함으로써 풀어보면,

𝑒−2𝑥 ≤ 0.03
−2𝑥 ≤ ln 0.03 ≈ −3.5066

𝑥 ≥
3.5066

2
≈ 1.7533

• 따라서, ‘2분 동안 차단 이벤트가 0건 발생’일 경우 이상 상태로 판단하는 정책 설정 가능



A. 포아송분포와 지수분포

2 확률변수 (28/30)II

어떤 사건이 무작위로 일어날 때...
• 지수분포: 사건이 일어나는 시간 간격을 모델링

• 포아송분포: 일정 시간 내에 사건이 k번 발생할 확률을 모델링

→ 시간 간격과 횟수는 서로 관련되어 있지 않을까?!

→ e.g., 시간 간격이 짧을수록 사건 횟수는 많아짐

사건 간 시간 간격이 지수분포를 따르며, 이 간격들이 쌓여가는 속도에 따라 

주어진 시간 내 사건 횟수는 포아송 분포를 따름

(그림 18) 사건 건 시간 간격에 따른 

단위시간 당 사건 횟수 비교



A. 포아송분포와 지수분포

2 확률변수 (29/30)II

｜지수분포로 생성된 사건 간 시간 간격을 누적하면 단위시간 내 발생 횟수가 

포아송 분포를 따름

𝑋1, 𝑋2, ⋯~ 𝐸𝑥𝑝 𝜆 ⇒ 𝑁 𝑡 = 𝑚𝑎𝑥 𝑘: ෍

𝑖=1

𝑘

𝑋𝑖 ≤ 𝑡 ~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆𝑡)

구성 요소 분포 설명

고객 도착 간격 𝑇 지수분포~𝐸𝑥𝑝(𝜆) 고객이 도착하는 간격

단위시간 내 도착 수 𝑁(𝑡) 포아송분포~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜆𝑡) 도착 횟수 (도착 간격 누적값으로부터 파생)

서비스 시간 지수분포~𝐸𝑥𝑝(𝜇) 각 고객 처리시간

대기행렬 (Queueing Theory)에서의

지수분포/포아송분포

〉 M/M/1 큐 시스템에서는 다음의 조건을 가짐

• 첫 번째 𝑀: 도착 간격이 지수분포 

→ 도착 횟수는 포아송 분포

• 두 번째 𝑀: 서비스 시간이 지수분포 

• 1: 서버 1대

(그림 19) 사건 건 시간 간격 누적에 따른 단위시간 당 사건 횟수



A. 확률생성함수 (PGF, Probability Generating Function)

2 확률변수 (30/30)II

𝐺 𝑧 = 𝐸 𝑧𝑋 = ෍

𝑘=0

∞

𝑝(𝑘)𝑧𝑘

｜정의: 확률변수 𝑋에 대한 확률값들을 하나의 함수로 요약한 것으로, 이산확률

변수 𝑋의 확률질량함수가 𝑝(𝑘)일 때, 다음과 같이 표현됨

｜특징: 𝐺 𝑧 은 𝑧 에 대한 함수이며, 확률변수 𝑋의 정보를 담고 있음에 따라, 𝑋의 

값들을 전부 다루지 않고, 𝑧라는 도구를 통해 쉽게 원하는 값을 유도함

｜예시: ● 상수확률변수 𝑋 = 𝑐: 𝐺 𝑧 = 𝑧𝑐

● 포아송 확률변수: 𝐺 𝑧 = 𝑒𝜆(𝑧−1)

어떤 확률변수 𝑋의 확률생성함수 𝐺 𝑧 가 아래와 같이 주어진다고 할 때 이 확률변수의 확률

질량함수를 구하고 이 확률변수가 무슨 분포를 따르는지 논하라: 𝑒𝑧−1

예제 2-8

｜활용: 𝑝 𝑘 =
𝐺 𝑘 (0)

𝑘!
 을 통해 확률질량함수 도출 가능

• 𝐺 𝑧 = 𝑒𝑧−1 = 𝑒−1σ𝑛=0
∞ 𝑧𝑛

𝑛!
= σ𝑛=0

∞ 𝑒−1

𝑛!
𝑧𝑛 𝑒𝑧 = σ𝑛=0

∞ 𝑧𝑛

𝑛!
이므로

• 𝑝 𝑛 =
𝑒−1

𝑛!
이므로, 확률변수 X는 𝜆 = 1인 포아송 분포를 따름



기대치 Ⅲ



A. 확률변수의 기대값 (Expected value)

3 기대치 (1/13)III

｜정의: 확률변수가 취할 수 있는 각각의 값에 그 값이 발생할 확률을 곱한 후 모두 

더하여 계산된 확률변수의 평균값

｜표기법: 𝜇𝑋, 𝜇, 𝐸[𝑋]

｜공식:

• 𝑋 가 이산형인 경우: 𝜇 = 𝐸[𝑋] = σ𝑥 𝑥𝑝(𝑥)

• 𝑋가 연속형인 경우: 𝜇 = 𝐸[𝑋] = ∞−׬
∞
𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

｜도출 방법: 1) 확률함수를 활용한 방법, 2) 모멘트생성함수를 활용한 방법

6면체 주사위의 값(1, 2, 3, 4, 5, 6)의 기대치는 얼마일까?

•
1+2+3+4+5+6

6
=

21

6
= 3.5

•
1+2+3+4+5+6

6
= 1

1

6
+ 2

1

6
+ 3

1

6
+ 4

1

6
+ 5

1

6
+ 6

1

6



A. 확률함수를 활용한 기대치 도출 –연속확률변수의 기대치

3 기대치 (2/13)III

｜앞서, 연속확률변수의 기대치는 다음과 같이 도출됨을 확인함

𝐸[𝑋] = න
−∞

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

도착간격이 지수분포를 따르고 평균도착률이 한 시간당 6대인 버스가 있다. 이때 이 버스의 

평균도착간격은 얼마일까?

예제 2-9

• 𝜆 = 6이며, 지수확률변수의 기대치는 𝐸[𝑋] =
1

𝜆
=

1

6

• 지수분포함수를 가지는 확률변수 𝑋에 대한 기대치를 구하면,

𝐸[𝑋] = න
−∞

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = න
0

∞

𝑥𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝜆𝑥
∞
0
+න

0

∞

𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝜆
𝑒−𝜆𝑥

∞
0
=
1

𝜆



A. 확률함수를 활용한 기대치 도출 –연속확률변수의 기대치

3 기대치 (3/13)III

확률변수의 PDF가 파라미터 (𝜇, 𝜎2)로 정의되는 정규확률변수 𝑋의 기대치와 분산을 구하여 

이 파라미터의 물리적인 의미를 논하여라.

예제 2-10

• 파라미터 (𝜇, 𝜎2)로 정의되는 정규확률변수 𝑋의 PDF는,

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , −∞ < 𝑥 < ∞

• 𝐸 𝑋 = ∞−׬
∞
𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = ∞−׬

∞
𝑥

1

2𝜋𝜎
𝑒
−

𝑥−𝜇 2

2𝜎2 𝑑𝑥 =
1

2𝜋𝜎
∞−׬
∞
(𝑥 − 𝜇)𝑒

−
𝑥−𝜇 2

2𝜎2 𝑑𝑥 +

𝜇
1

2𝜋𝜎
∞−׬
∞
𝑒
−

𝑥−𝜇 2

2𝜎2 𝑑𝑥 =
1

2𝜋𝜎
∞−׬
∞
𝑦𝑒

−
𝑦2

2𝜎2 𝑑y + 𝜇
1

2𝜋𝜎
∞−׬
∞
𝑒
−

𝑥−𝜇 2

2𝜎2 𝑑𝑥 = 𝜇

• 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑥 − 𝜇 2 = ∞−׬
∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜎2 ∞−׬
∞
𝑦2

1

2𝜋
𝑒−

𝑦2

2 𝑑y = 𝜎2



A. 확률함수를 활용한 기대치 도출 –이산확률변수의 기대치

3 기대치 (4/13)III

｜앞서, 이산확률변수의 기대치는 다음과 같이 도출됨을 확인함

𝐸[𝑋] =෍

𝑥

𝑥𝑝(𝑥)

어느 팀이 한 번 만에 풍선을 터트릴 확률은 20%라고 하자. 그럼 어떤 한 팀이 통과할 때까지 

터트려야 하는 횟수의 기대치는 얼마인가?

예제 2-11

• 기하분포를 가지는 기하확률변수 𝑋에 대한 기대치를 구하면,

𝐸 𝑋 = ෍

𝑛=1

∞

𝑛𝑝 𝑛 =෍

𝑛=1

∞

𝑛 1 − 𝑝 𝑛−1𝑝 = 𝑝෍

𝑛=1

∞

𝑛 1 − 𝑝 𝑛−1

• 𝐸 𝑋 = 𝑝σ𝑛=1
∞ 𝑛𝑞𝑛−1 = 𝑝

𝑑

𝑑𝑞
σ𝑛=1
∞ 𝑞𝑛 = 𝑝

𝑑

𝑑𝑞

𝑞

1−𝑞
=

𝑝

(1−𝑞)2
=

1

𝑝

• 𝑝 =
1

5
임에 따라, 𝐸 𝑋 =

1
1

5

= 5 → 풍선을 터트리고 통과할 때까지 평균 5번 시도해야 함



A. 확률함수를 활용한 기대치 도출 –이산확률변수의 기대치

3 기대치 (5/13)III

확률질량함수가 다음과 같이 정의되는 푸아송확률변수 𝑋 에 대하여 기대치가 𝜆임을 증명

하여라.

예제 2-12

• 푸아송분포를 가지는 푸아송확률변수 𝑋에 대한 기대치를 구하면,

𝐸 𝑋 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛𝑝 𝑛 =෍

𝑛=0

∞

𝑛
𝜆𝑛𝑒−𝜆

𝑛!
= ෍

𝑛=1

∞

𝑛
𝑒−𝜆𝜆𝑛

(𝑛 − 1)!

= 𝜆𝑒−𝜆෍

𝑛=1

∞

𝑛
𝜆𝑛−1

(𝑛 − 1)!
= 𝜆𝑒−𝜆෍

𝑘=0

∞
𝜆𝑘

𝑘!
= 𝜆𝑒−𝜆𝑒𝜆 = 𝜆



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (6/13)III

모멘트생성함수.. 그리고 그것을 활용한 기대치를 공부하기 전에, 

‘모멘트’가 무엇인지부터 알아야겠지!

모멘트 = 적률(積率)

積: 쌓을 적 → “곱하는 것, 누적하는 것” 率: 비율 률 → “평균값”

곱한 뒤 평균을 낸 것
(중심에서 얼마나 떨어져 있는지를 수치화)

수학에서의 𝑛차 적률: 𝐸[𝑋𝑛]

• 1차 적률 (𝐸[𝑋]): 기대치

• 2차 적률 (𝐸[𝑋2]): 분산 계산에 활용

• 𝜎2 = 𝐸[𝑋2] − (𝐸 𝑋 )2

즉, 모먼트(Moment)란 확률분포의 특성을 

정량화하는데 활용된다!

• 𝜎2 = σ𝑥 𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 = σ𝑥 𝑥2 − 2𝜇𝑥 + 𝜇2 𝑓(𝑥)

=෍

𝑥

𝑥2𝑓 𝑥 − 2𝜇෍

𝑥

𝑥𝑓 𝑥 + 𝜇2෍

𝑥

𝑓(𝑥)

• 정의에 의해서 𝜇 = σ𝑥 𝑥𝑓(𝑥)이고, σ𝑥 𝑓(𝑥) = 1이므로

𝜎2 =෍

𝑥

𝑥2𝑓 𝑥 − 𝜇2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (7/13)III

왜 모먼트생성함수(MGF, Moment Generating Function)를 정의할까?!

｜목표: 모먼트를 한 번에 계산할 수 있는 도구 함수를 만들고자 함

｜핵심 아이디어: 모든 𝑛차 모멘트를 구하는 것이 가능하며 함수의 도함수에 

정보가 포함된 함수
𝛷 𝑡 = 𝐸[𝑒𝑡𝑋]

왜 𝑒𝑡𝑋를 활용할까?!

• 지수함수의 테일러 전개를 살펴보면,

𝑒𝑡𝑋 = 1 + 𝑡𝑋 +
𝑡2𝑋2

2!
+
𝑡3𝑋3

3!
+ ⋯

• 양변에 기대값을 취하면,

𝐸[𝑒𝑡𝑋] = 1 + 𝑡𝐸[𝑋] +
𝑡2𝐸[𝑋2]

2!
+
𝑡3𝐸[𝑋3]

3!
+⋯

• 미분과 𝑡 = 0 대입을 통해 원하는 값을 도출할 수 있음을 확인할 수 있음



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (8/13)III

𝛷 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = න
−∞

∞

𝑒𝑡𝑋 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

｜따라서, 연속확률변수 𝑋에 대하여 MGF를 다음과 같이 정의함

MGF의 활용 방법에 알아보면..

• 𝛷′ 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝐸

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑡𝑋 = 𝐸 𝑋𝑒𝑡𝑋

• 𝛷′′(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝛷′(𝑡) = 𝐸 𝑋2𝑒𝑡𝑋

• 따라서, 
𝛷′ 0 = 𝐸 𝑋 ,𝛷′′ 0 = 𝐸 𝑋2

• 𝜎2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 = 𝛷′′ 0 − (𝛷′ 0 )2



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (9/13)III

어떤 확률변수의 MGF가 다음과 같이 주어질 때 그 확률변수의 평균과 분산을 구하라.

𝛷 𝑡 = 𝑒𝜆(𝑒
𝑡−1)

예제 2-13

• MGF를 통해 확률변수의 평균과 분산을 도출할 수 있으므로, 이에 대한 미분을 수행하면,

• 𝛷′ 𝑡 = 𝜆𝑒𝑡𝑒𝜆(𝑒
𝑡−1)

• 𝛷′′ 𝑡 = 𝜆2𝑒2𝑡𝑒𝜆 𝑒𝑡−1 + 𝜆𝑒𝑡𝑒𝜆 𝑒𝑡−1 = 𝑒𝜆 𝑒𝑡−1 (𝜆𝑒𝑡 + 𝜆2𝑒2𝑡)
• 𝛷′ 0 = 𝜆, 𝛷′′ 0 = 𝜆 + 𝜆2

• 따라서, 𝐸 𝑋 = 𝛷′ 0 , 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝛷′′ 0 − (𝛷′ 0 )2이므로,

• 𝐸 𝑋 = 𝜆, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝛷′′ 0 − 𝛷′ 0
2
= 𝜆



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (10/13)III

｜목표: 두 정규분포 𝑋~𝑁 𝜇1,𝜎1
2 , 𝑌~𝑁(𝜇2,𝜎2

2)의 MGF를 통해, 이들의 합 𝑋 + 𝑌도 

정규분포가 됨을 보이고자 함 

｜도출하고 하는 결과: 𝑋 + 𝑌~𝑁 𝜇1 + 𝜇2, 𝜎1
2 + 𝜎2

2

• 정규분포의 PDF는 다음과 같으므로,

𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 , −∞ < 𝑥 < ∞

• 𝛷 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 =
1

2𝜋𝜎
∞−׬
∞
𝑒𝑡𝑋𝑒

−
𝑥−𝜇 2

2𝜎2 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥𝑝 𝜇𝑡 +
𝜎2𝑡2

2

• 두 정규분포 𝑋, 𝑌는 독립이므로, Φ𝑋+𝑌 𝑡 = Φ𝑋 𝑡 ∙ Φ𝑋 𝑡 이고,
• MGF가 지수함수 꼴로 표현됨에 따라,

Φ𝑋+𝑌 𝑡 = 𝑒𝑥 𝑝 𝜇1𝑡 +
1

2
𝜎1
2𝑡2 × 𝑒𝑥 𝑝 𝜇2𝑡 +

1

2
𝜎2
2𝑡2 = 𝑒𝑥 𝑝 (𝜇1 + 𝜇2)𝑡 +

1

2
(𝜎1

2 + 𝜎2
2)𝑡2

MGF 없이 증명하려고 했다면..

• 𝑍 = 𝑋 + 𝑌의 분포를 구하기 위하여 합성된 확률분포함수를 다음과 같이 도출해야 함

𝑓𝑍 𝑧 = න
−∞

∞ 1

2𝜋𝜎1
𝑒
−
(𝑥−𝜇1)

2

2𝜎1
2

∙
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−
(𝑧−𝑥−𝜇1)

2

2𝜎2
2

𝑑𝑥



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (11/13)III

｜이산확률변수는 다음과 같은 적률생성함수를 가지며, 이는 이산확률변수의 확률

생성함수 (PGF, Probability Generating Function)이라고 함

𝐺 𝑧 = 𝐸 𝑧𝑋 = ෍

𝑘=0

∞

𝑝(𝑘)𝑧𝑘

구분 연속형 (MGF) 이산형 (PGF)

함수 𝛷 𝑡 = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 𝐺 𝑧 = 𝐸 𝑧𝑋

사용 이유
• 실수 전 구간 표현 가능
• 지수함수를 전개하여 모든 적률 생성 가능

• 거듭제곱 계수로 확률 및 모멘트 추출 용이

해석 방식 • 𝑡에 대한 연속 함수 • 𝑧에 대한 이산 항들의 합

장점 • 모멘트 계산, 중심극한정리 등 분석에 유리
• 간결하며확률/팩토리얼 모멘트 추출 용이
• 계산 쉬움

𝑒𝑡𝑋는 연속적인 실수 영역을 커버하기 위해 적합하고,

𝑧𝑋는 이산확률변수 𝑋에 충분한 구조임



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (12/13)III

｜따라서, 이산확률변수 𝑋에 대하여 PGF를 다음과 같이 정의함

PGF의 활용 방법에 알아보면..

• 𝐺(1) 𝑧 =
𝑑

𝑑𝑡
𝐸 𝑧𝑋 = 𝐸

𝑑

𝑑𝑡
𝑧𝑋 = 𝐸 𝑋𝑧𝑋−1

• 따라서, 

𝐺(1) 1 = 𝐸 𝑋

𝐺 𝑧 = 𝐸 𝑧𝑋 = ෍

𝑘=0

∞

𝑝(𝑘)𝑧𝑘

• 𝑘차 팩토리얼 모멘트를 구해보면, 

𝐸 𝑋 𝑋 − 1 ⋯ 𝑋 − 𝑘 + 1 =
𝑋!

𝑋 − 𝑘 !

𝐸
𝑋!

𝑋 − 𝑘 !
= 𝐺(𝑘) 1

확률생성함수 G z 의 k차 도함수 표현

• 𝐺(𝑘) 𝑧 =
σ𝑥=𝑘
∞ 𝑝 𝑘 ∙ 𝑥(𝑥 − 1)⋯ (𝑥 − 𝑘 + 1) ∙ 𝑧𝑥−𝑘



A. 모멘트생성함수를 활용한 기대치 도출

3 기대치 (13/13)III

PGF의 활용 방법에 알아보면..

• 𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 → 𝑋2 = 𝑋 𝑋 − 1 + 𝑋를 이용하면,

• 𝐸 𝑋2 = 𝐸 𝑋 𝑋 − 1 + 𝐸 𝑋 = 𝐺(2) 1 + 𝐺(1) 1
• 따라서, 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐺(2) 1 + 𝐺(1) 1 − (𝐺(1) 1 )2

어떤 확률변수 𝑋의 확률생성함수 𝐺(𝑧)가 아래와 같이 주어진다고 할 때 이 확률변수의 기대치

와 분산을 구하라.

𝐺 𝑧 = 𝑒𝑧−1

예제 2-14

• 𝐸 𝑋 = 𝐺(1) 1 이므로, 𝐸 𝑋 = 𝑒𝑧−1|𝑧=1 = 1

• 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐺(2) 1 + 𝐺(1) 1 − 𝐺 1 1
2

이며, 𝐺(2) 1 = 𝑒𝑧−1|𝑧=1 = 1 이므로, 

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐺(2) 1 + 𝐺(1) 1 − 𝐺 1 1
2
= 1 + 1 − 1 = 1



확률의 근사 해석법 Ⅳ



4 확률의 근사 해석법 (1/19)IV

A. 근사 해석법의 필요성

｜앞서 복잡한 시스템을 해석 가능한 형태로 단순화하여, 빠르게 성능을 예측할 

수 있도록 근사해석법을 활용함을 언급한 바 있음 

1 마르코프 부등식 (Markov's Inequality)
｜(활용) 확률분포를 정확히 몰라도 기대치만 알면 상대적으로 큰 값이 나올 확률의 상한을 

구할 수 있음

● (예시) 고객 대기시간의 평균이 5분일 때, 15분 이상 기다릴 확률은 최대
5

15
=

1

3
임

2 체비셰프 부등식 (Chebyshev's Inequality)
｜(활용) 분포의 형태와 관계없이 평균으로부터 멀어질 확률의 상한을 제공함

● (예시) 평균 대기시간 10분, 표준편차 2분이면, 6분 이상 벗어날 확률은 최대
1

32
=

1

9
임

3 대수의 법칙 (Law of Large Numbers)
｜(활용) 샘플 평균은 전체 평균(기대값)에 수렴하므로, 많은 시행을 통해 확률적 성질을 안정적

으로 추정 가능

● (예시) 고객이 도착하는 시간 간격을 여러 번 측정하면, 그 평균은 실제 평균 도착 간격과 가까워짐

4 중심극한정리 (Central Limit Theorem)
｜(활용) 실제 분포가 어떤 형태이든, 많은 수의 합이나 평균은 정규분포로 근사하여 계산을 

용이하게 수행할 수 있음

● (예시) 한 시간 동안 도착한 고객 수가 일정하지 않아도, 여러 시간 동안 평균을 보면 정규분포로 

근사 가능함에 따라 대기행렬에서 서비스 시간 분포 추정에 활용됨



4 확률의 근사 해석법 (2/19)IV

A. 마르코프 부등식 (Markov's Inequality)

｜정의: 0 이상의 값을 가지는 확률변수의 경우, 평균값만으로 그 값이 특정 

임계값 이상일 확률의 상한을 추정할 수 있는 부등식 

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸 𝑋

𝑎
(𝑋 ≥ 0, 𝑎 > 0)

｜특징: 분포가 어떤 모양이든 상관없이 적용 가능하며, 평균값만 있어도 사용 

가능함

• 기대값을 다음처럼 두 구간으로 나누면,

𝐸 𝑋 = න
0

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = න
0

𝑎

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + න
𝑎

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

• 두 번째 항에 대하여 𝑥 ≥ 𝑎 이므로,

න
𝑎

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≥ 𝑎න
𝑎

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎𝑃(𝑋 ≥ 𝑎)

• 따라서,

𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸 𝑋

𝑎



4 확률의 근사 해석법 (3/19)IV

A. 마르코프 부등식 (Markov's Inequality)

｜한계점: 큰 오차가 발생할 수 있으며, 분포 형태를 전혀 반영하지 않음

● 평균값만을 보고 확률을 추정함에 따라 훨씬 큰 확률 상한이 도출될 수 있음

● 마르코프 부등식은 평균만을 가지고 계산함에 따라 비대칭 분포, 치우침(skewness), 

집중도(peakedness) 등에 대한 반영을 수행하지 못함

• 𝑎׬
∞
𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥의 상한치를 나타내려고 등장하였으나, 𝑎 값이 크다면 

න
0

𝑎

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + න
𝑎

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≥ න
𝑎

∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

의 식은 큰 오차를 가짐

마르코프 부등식의 활용성

〉 최소한의 정보(기대값)만을 필요로 함

〉 마르코프 부등식은 간단하고 보수적인 추정
을 위한 도구임

〉 정확성에는 제한이 존재하므로, 기초 추정용 
또는 경계 설정용으로 사용됨

〉 분산 정보가 있을 경우 체비셰프 부등식 등으
로 더 정밀한 추정이 가능함

(그림 20) 𝑎값 증가에 따른 마르코프 부등식 오차 증가

(그림 21) 𝜆 = 1에서의 마르코프 

부등식 오차 그래프



4 확률의 근사 해석법 (4/19)IV

A. 마르코프 부등식 (Markov's Inequality)

세종대학교 정보보호학과 학생의 확률론 과목의 점수가 90점 이상일 확률이 10%라고 한다.

그렇다면 이 학생들의 평균점수는 적어도 얼마보다는 작지 않을지 마르코프부등식을 이용

하여 예측하라.

예제 2-15

• 마르코프부등식 𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸 𝑋

𝑎
에서, 

• 𝑎 = 90, 𝑃(𝑋 ≥ 90)이므로, 

𝐸 𝑋 ≥ 𝑎𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) = 90 × 0.1 = 9

세종대학교 정보보호학과 학생의 메모리 익스플로잇 과목의 평균점수가 50점이라고 한다.

이때 어떤 한 학생을 선택해서 그의 점수를 물었을 때 그 학생의 점수가 90점 이상일 확률은 

가장 클 때 대략 얼마일까?

예제 2-16

• 마르코프부등식 𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ≤
𝐸 𝑋

𝑎
에서, 

• 𝐸 𝑋 = 50이고, 구하고자 하는 것은 𝑃(𝑋 ≥ 90)이므로,

𝑃(𝑋 ≥ 90) ≤
50

90
= 0.556



4 확률의 근사 해석법 (5/19)IV

A. 마르코프 부등식 (Markov's Inequality)

우리나라 성인 여자의 평균키가 160cm라고 하자. 이때 어떤 성인 여자 한 명을 선택하였을 

때 그 사람의 키가 170cm보다 작을 확률은 최소한 얼마인지 대강 예측하라.

문제 2-7

• 𝐸 𝑋 = 160이고, 구하고자 하는 것은 𝑃(𝑋 < 170)이므로,

𝑃(𝑋 ≥ 170) ≤
𝐸 𝑋

170
=
160

170
=
16

17

• 따라서,

𝑃(𝑋 < 170) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 170) ≥ 1 −
16

17
=

1

17
≈ 0.0588



4 확률의 근사 해석법 (6/19)IV

A. 체비셰프 부등식 (Chebyshev's Inequality)

｜정의: 평균과 분산이 존재하는 확률변수의 경우, 해당 확률변수가 평균에서 

𝑘 이상 떨어질 확률의 상한을 다음과 같이 추정할 수 있는 부등식

𝑃( 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘) ≤
𝜎2

𝑘2
(𝑘 > 0)

｜특징: 데이터의 분포를 정확히 알기 어려운 경우에도 데이터의 흩어짐 정도를 

파악할 수 있음

• 𝑃( 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘)을 𝑃((𝑋 − 𝜇)2≥ 𝑘2)로 바꾸어 표현

→ 𝑃[𝑋 ≥ 𝑎]을 가지는 마르코프 부등식의 꼴과 유사함

• 마르코프부등식 𝑃[𝑋 ≥ 𝑎] ≤
𝐸 𝑋

𝑎
에서,

𝑃 𝑋 − 𝜇 2 ≥ 𝑘2 ≤
𝐸 𝑋 − 𝜇 2

𝑘2
=
𝜎2

𝑘2

• 따라서,

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘 ≤
𝜎2

𝑘2

체비셰프 부등식의 활용성

〉 평균과 분산만으로 상한 추정 가능

〉 어떤 분포든 적용 가능하며, 실험 결과의 

신뢰구간 설정, 이상치 탐지 등에 사용됨

〉 특정 구간 내에 데이터가 위치할 최소 확률 

보장 (e.g., 95% 이상이 평균 ±4.47 𝜎 내에 

있음)

〉 정규분포 가정이 어려운 경우나, 표본 크기

가 작을 때도 적용 가능함



4 확률의 근사 해석법 (7/19)IV

A. 체비셰프 부등식 (Chebyshev's Inequality)

초고속정보통신망에서 아주 많은 수의 가입자가 발생시키는 트래픽의 양[단위: bps]이 평균

이 초당 1메가(메가는 백만을 의미함)비트이고 분산이 0.5라고 하자. 이때 이들 가입자가 

발생시키는 트래픽의 양이 평균값보다 1메가 bps 이상 벌어질 확률은 얼마일까?

예제 2-17

• 체비셰프 부등식 𝑃( 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘) ≤
𝜎2

𝑘2
에서,

• 𝜇 = 1, 𝜎2 = 0.5이며, 𝑋 − 𝜇 ≥ 1인 확률을 구하고자 함

𝑃 𝑋 − 1 ≥ 1 ≤
0.5

12
= 0.5

어떤 확률 실험에 대하여 얻어지는 확률변수가 평균이 0.7이고 분산이 0.3이라고 한다. 이때 

임의의 한 실험결과가 평균으로부터 1 이상 떨어져 있을 확률은 최대 얼마일까?

문제 2-7

• 𝜇 = 0.7, 𝜎2 = 0.3이며, 𝑋 − 𝜇 ≥ 1인 확률을 구하고자 함

𝑃 𝑋 − 0.7 ≥ 1 ≤
0.3

12
= 0.3



4 확률의 근사 해석법 (8/19)IV

A. 마르코프 부등식 VS. 체비셰프 부등식

한 보안 로그 수집 시스템에서는 1건의 로그를 처리하는 데 걸리는 시간의 기대값은 100ms,

분산은 400이다. 서비스 품질 기준에 따라, 로그 처리 시간이 200ms 이상일 확률이 중요한 

성능 지표가 된다. 하지만 정확한 분포 형태는 알 수 없는 상황에서, 상한 추정을 통해 해당 

확률을 추정하고자 한다.

로그 처리 시간 초과 탐지를 위한 상한 추정

활용

1. 마르코프 부등식 적용

𝑃(𝑋 ≥ 200) ≤
𝐸 𝑋

200
=
100

200
= 0.5

• 분포 형태는 모르지만, 기대값만으로 상한 50%를 추정

2. 체비셰프 부등식 적용

• 𝑃 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘 ≤
𝜎2

𝑘2
에서, 𝜎 = 20, 𝑘 = 100이므로,

𝑃 𝑋 − 𝜇 ≥ 100 ≤
400

10000
= 0.04

• 분산까지 고려한 결과, 훨씬 더 낮은 상한값(4%)으로 추정 가능

• 즉, 로그 수집 시간이 200ms 넘을 확률 추정 시, 분산을 알고 있으면 훨씬 정확하게 위험도를 평가

할 수 있음



4 확률의 근사 해석법 (9/19)IV

A. 대수의 법칙 (Law of Large Numbers)

｜정의: 동일한 분포를 가지는 확률변수를 반복적으로 측정했을 때, 표본평균이 

모평균에 수렴하는 현상

1

𝑛
෍

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑘 → 𝜇 (as 𝑛 → ∞)

｜특징: 표본 수가 클수록 정확도 향상되며, 확률변수들이 독립이고 동일한 

분포를 따르는 경우, 분포의 구체적인 모양과 상관없이 적용 가능함

대수의 법칙의 활용성

〉
반복된 실험이나 관측을 통해 신뢰성 있는 
평균값을 추정 가능함

〉 실험 결과의 재현성과 일관성을 판단하는 근
거가 됨

〉 통계적 추론과 데이터 분석 모델링의 이론적 
근거로 활용됨

〉 분포의 형태에 관계없이 평균 추정이 가능하
며, 샘플의 크기가 커질수록 모평균에 수렴하
므로 신뢰도가 높아짐

• 확률변수 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛이 평균 𝜇를 갖는 독립

이고 동일한 분포(i.i.d.)일 때,

𝑆𝑛
𝑛
→
𝑃
𝜇 대수의 약법칙

𝑆𝑛
𝑛 𝑎.𝑠.

𝜇 대수의 강법칙

*𝑆𝑛 = σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘 

(𝑋𝑘 : 독립 동분포 확률변수)



4 확률의 근사 해석법 (10/19)IV

A. 대수의 약법칙 (Weak Law of Large Numbers)

｜정의: 충분히 많은 표본을 모으면 그 표본평균이 확률적으로 모평균에 가까워

진다는 법칙

lim
𝑛→∞

𝑃
𝑆𝑛
𝑛
− 𝜇 > 𝜖 = 0

• 체비셰프 부등식 𝑃( 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘) ≤
𝜎2

𝑘2
에서,

lim
𝑛→∞

𝑃
𝑆𝑛
𝑛
− 𝜇 > 𝜖 ≤

𝑉𝑎𝑟
𝑆𝑛
𝑛

𝜖2
=

𝜎2

𝑛𝜖2
→ 0

*𝑆𝑛 = σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘 

(𝑋𝑘 : 독립 동분포 확률변수)

｜의미 및 해석:

● lim
𝑛→∞

𝑃
𝑆𝑛

𝑛
− 𝜇 < 𝜖 = 1 로 표현 가능: 표본 수 𝑛 이 충분히 크면, 평균이 모평균에 

가까울 확률이 거의 1이라는 의미

● 𝑆𝑛 = σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘이므로, lim

𝑛→∞
𝑃

1

𝑛
σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘 − 𝜇 < 𝜖 = 1로 표현 가능: 𝑛개의 확률변수의 

표본평균은 모평균에 수렴함

확실히 수렴하지는 않더라도, 

“확률적으로는 수렴”한다는 의미에서 

"대수의 약법칙"이라 부름



4 확률의 근사 해석법 (11/19)IV

A. 대수의 약법칙 (Weak Law of Large Numbers)

모평균 𝜇 와 모분산 𝜎2 이 모두 유한한 확률변수에 대하여 충분히 많은 개수의 표본을 추출

하여 평균을 구하였을 때 그 표본평균이 모평균에 근접할 확률은 얼마인가?

예제 2-18

• 대수의 약법칙에서, lim
𝑛→∞

𝑃
𝑆𝑛

𝑛
− 𝜇 > 𝜖 = 0 이며, 이를 변형하면,

lim
𝑛→∞

𝑃
𝑆𝑛
𝑛
− 𝜇 < 𝜖 = 1

• 따라서, 표본평균이 모평균에 근접할 확률은 거의 1임



4 확률의 근사 해석법 (12/19)IV

A. 대수의 강법칙 (Strong Law of Large Numbers)

｜정의: 충분히 많은 표본을 모으면, 표본평균이 거의 확실하게 모평균에 수렴

하는 법칙 (
𝑆𝑛

𝑛 𝑎.𝑠.
𝜇)

𝑃 lim
𝑛→∞

σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘
𝑛

= 𝜇 = 1

｜의미 및 해석: ‘상대도수의 극한 = 확률’이라는 이론적 기반을 제공함

*𝑆𝑛 = σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘 

(𝑋𝑘: 독립 동분포 확률변수)

*a.s.: almost surely

● 상대도수 (Relative Frequency): 사건 A의 발생 횟수 ÷ 전체 실험 횟수

● 확률 (Probability): 사건 A가 발생할 ‘이론적인 가능성’

〉 lim
𝑛→∞

사건 𝐴 발생 횟수

𝑛
= 𝑃(𝐴) :실험을 반복할수록 상대도수는 확률에 점점 가까워짐

즉, 관측 횟수가 무한히 많아질수록 불확실성이 사라지고 예측 가능해짐을 의미함

유한한 모평균 𝜇 를 가지는 확률변수에 대하여 충분히 많은 개수의 표본을 추출하여 평균을 

구하였을 때 그 표본평균이 모평균에 근접할 확률은 얼마인가?

예제 2-19

• 대수의 약법칙에서, 𝑃 lim
𝑛→∞

σ𝑘=1
𝑛 𝑋𝑘

𝑛
= 𝜇 = 1이므로, 표본평균이 모평균에 근접할 

확률은 1임

｜예시: 동전을 1만 번 던질 때의 앞면 비율 ≈ 0.5

→ '앞면이 나올 확률'이 상대도수의 극한으로 정의됨을 보여줌



4 확률의 근사 해석법 (13/19)IV

A. 중심극한정리 (CLT, Central Limit Theorem)

｜정의: 서로 독립이고 동일한 분포 (i.i.d.)를 따르는 확률변수들의 합 또는 평균은 

그 개수가 충분히 클 경우 정규분포로 수렴하는 현상

ҧ𝑥 ≈ 𝑁(𝜇,
𝜎2

𝑛
)

ҧ𝑥𝑖

(그림 23) 샘플 수에 따른 균등분포 근사 (𝑛=10, 80, 101)

1

101

(그림 22) 0부터 100까지 모든 값의 

확률이 1/101인 균등분포 (평균 𝜇, 분산 𝜎2)
(그림 24) 정규분포에 수렴하는 샘플 평균의 분포



4 확률의 근사 해석법 (14/19)IV

A. 중심극한정리 (CLT, Central Limit Theorem)
｜필요성: 데이터의 합이나 평균에 대해 예측 가능한 분포(정규분포)로 근사시킴

으로써, 복잡한 현상을 수학적으로 단순화하고 분석 가능하게 만들어줌

｜예시: 공장 품질 관리 시, 하루에 생산된 부품의 무게를 일일이 알 수는 없지만, 

여러 개의 무게 평균은 거의 정규분포를 따르므로 → 불량 여부를 평균 기준으로 

판단 가능



4 확률의 근사 해석법 (15/19)IV

A. 중심극한정리 (CLT, Central Limit Theorem)

아직 확률이 얼마인지, 

어떤 구간에 들 확률이 얼마나 되는지는 

직접적으로 알 수 없음

예를 들어..

“100개의 데이터를 샘플링했을 때, 평균이 55를 

넘을 확률은?”

→ 단순히 분포가 정규분포와 닮았다고 말하는 것만

으로는 해결되지 않음

→ "55를 넘을 확률" = 정규분포의 CDF 가 필요!



4 확률의 근사 해석법 (16/19)IV

A. 중심극한정리를 활용한 근사

(그림 25) 𝑛 증가에 따른 이항분포의 

정규분포로의 근사



4 확률의 근사 해석법 (17/19)IV

A. 중심극한정리 (CLT, Central Limit Theorem)

𝑁개의 i.i.d. 확률변수 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁가 있고 각 확률변수는 아래와 같은 확률밀도함수를 

가진다고 한다.

𝑓𝑋 𝑥 = ቊ
𝑒−𝑥, 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0

여기서 이들 𝑁개의 i.i.d. 확률변수 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 를 더한 값 𝑌를 다음과 같이 나타낼 때

𝑌 = lim
𝑁→∞

෍

𝑖=1

𝑁

𝑋𝑖

𝑌의 확률밀도함수를 구하라.

예제 2-20

• 𝑌의 확률밀도함수를 구하기 위해서는 𝑌의 평균과 분산을 구해야함

• 𝐸 𝑋𝑖 = 0׬
∞
𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 0׬=

∞
𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥 =1

• 𝐸 𝑋𝑖
2 = 0׬

∞
𝑥2𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 0׬=

∞
𝑥2𝑒−𝑥𝑑𝑥 =2

• 𝜎𝑋𝑖
2 = 𝐸 𝑋𝑖

2 − 𝐸 𝑋𝑖
2 = 1

• 따라서, 𝐸 𝑌 = σ𝑖=1
𝑁 𝐸 𝑋𝑖 = 𝑁, 𝜎𝑌

2 = 𝜎𝑋1
2 + 𝜎𝑋2

2 +⋯+ 𝜎𝑋𝑁
2 = 𝑁이므로,

𝑓𝑌 𝑦 =
1

2𝜋𝑁
𝑒−

(𝑦−𝑁)2

2𝑁



4 확률의 근사 해석법 (18/19)IV

A. 중심극한정리의 활용
1. 문제 상황

• 모든 가입자가 동시에 통신 시도 시, 링크 

용량 초과 가능성이 존재함

→ “링크 용량이 어느 정도 이상이면 품질을 

보장할 수 있을까?!”

2. 확률 변수 정의 및 모델링

3. 성능 실패 확률 한계 설정 4. 역함수 적용과 𝑪계산

5. 해석 및 활용



4 확률의 근사 해석법 (19/19)IV

A. 중심극한정리의 활용

어떤 네트워크에서 접속되어 있는 가입자의 수 𝑵 = 𝟑𝟔명, 각 가입자당 평균대역폭 𝒎 =
𝟏𝐌𝐛𝐩𝐬, 가입자당 대역폭의 분산 𝝈𝟐 = 𝟎. 𝟎𝟗, 그리고 서비스품질 요구조건으로 정의된 순간 

대역 요구치가 네트워크가 제공 가능한 대역치인 𝑪를 초과할 확률의 목표치인 𝜹 = 𝟎. 𝟎𝟏일 

때 이 네트워크에서 가입자가 요구하는 서비스품질을 만족시켜주기 위하여 필요한 소요

대역폭 𝐶는 최소한 얼마 이상이어야 하는가?

예제 2-20

• 앞서 구한 수식을 살펴보면,

𝐶 > 𝑁𝑚 + 𝑁𝜎𝑄−1 𝛿
• 𝑁 = 36, 𝑚 = 1, 𝜎2 = 0.09 → 𝜎 = 0.3, δ = 0.01이므로,

𝐶 > 36 ∙ 1 + 36 ∙ 0.3 ∙ 𝑄−1 𝛿 ≈ 36 + 4.1868
𝐶 > 40.1868 Mbps

• 𝛿 = 0.01일 때,

• 𝑄−1 0.01 = 𝑧를 알기 위해서는

→ 𝛷 𝑧 = 1 − 𝛿 = 0.99인 z 값 도출

→ 𝛷 2.32 = 0.9898,𝛷 2.33 = 0.9901이므로,

𝑄−1 𝛿 ≈ 2.326
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4 확률의 근사 해석법 (18/18)IV 부록 #1 – Python 코드V

• (그림 1)



4 확률의 근사 해석법 (18/18)IV 부록 #2 – Python 코드V

• (그림 2)



4 확률의 근사 해석법 (18/18)IV 부록 #3 – Python 코드V

• (그림 3)



4 확률의 근사 해석법 (18/18)IV 부록 #4 – Python 코드V

• (그림 4)



4 확률의 근사 해석법 (18/18)IV 부록 #5 – Python 코드V

• (그림 5)
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• (그림 6)



• (그림 7)

4 확률의 근사 해석법 (18/18)IV 부록 #7 – Python 코드V



• (그림 8)
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• (그림 9)
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• (그림 10)
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• (그림 11)
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• (그림 12)
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• (그림 13)
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• (그림 14)
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• (그림 15)
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• (그림 16)
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• (그림 17)
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• (그림 18)
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• (그림 19)
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• (그림 20)
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• (그림 21)
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• (그림 22)
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• (그림 23) (1/2)
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• (그림 23) (2/2)
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• (그림 24)
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• (그림 25)
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	슬라이드 1
	슬라이드 2
	슬라이드 3
	슬라이드 4
	슬라이드 5
	슬라이드 6
	슬라이드 7
	슬라이드 8
	슬라이드 9
	슬라이드 10
	슬라이드 11
	슬라이드 12
	슬라이드 13
	슬라이드 14
	슬라이드 15
	슬라이드 16
	슬라이드 17
	슬라이드 18
	슬라이드 19
	슬라이드 20
	슬라이드 21
	슬라이드 22
	슬라이드 23
	슬라이드 24
	슬라이드 25
	슬라이드 26
	슬라이드 27
	슬라이드 28
	슬라이드 29
	슬라이드 30
	슬라이드 31
	슬라이드 32
	슬라이드 33
	슬라이드 34
	슬라이드 35
	슬라이드 36
	슬라이드 37
	슬라이드 38
	슬라이드 39
	슬라이드 40
	슬라이드 41
	슬라이드 42
	슬라이드 43
	슬라이드 44
	슬라이드 45
	슬라이드 46
	슬라이드 47
	슬라이드 48
	슬라이드 49
	슬라이드 50
	슬라이드 51
	슬라이드 52
	슬라이드 53
	슬라이드 54
	슬라이드 55
	슬라이드 56
	슬라이드 57
	슬라이드 58
	슬라이드 59
	슬라이드 60
	슬라이드 61
	슬라이드 62
	슬라이드 63
	슬라이드 64
	슬라이드 65
	슬라이드 66
	슬라이드 67
	슬라이드 68
	슬라이드 69
	슬라이드 70
	슬라이드 71
	슬라이드 72
	슬라이드 73
	슬라이드 74
	슬라이드 75
	슬라이드 76
	슬라이드 77
	슬라이드 78
	슬라이드 79
	슬라이드 80
	슬라이드 81
	슬라이드 82
	슬라이드 83
	슬라이드 84
	슬라이드 85
	슬라이드 86
	슬라이드 87
	슬라이드 88
	슬라이드 89
	슬라이드 90
	슬라이드 91
	슬라이드 92
	슬라이드 93
	슬라이드 94
	슬라이드 95
	슬라이드 96
	슬라이드 97

