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• Batch Size(일괄 크기): 한 번에 시스템에 들어오는 고객 수 혹은 한 명의 고객
이 가지고 들어오는 일량의 크기
• e.g., 한 번 도착 시 고객 3명이 동시에 들어오는 경우에 Batch Size는 3, 

고객 1명이 동시에 4개의 서류를 제출하는 경우에 Batch Size는 4
• Batch Job(일괄 작업): 여러 개의 작업을 일괄적으로 모아서 동시에 처리하는

방식
• e.g., 동시에 도착한 고객 5명을 한 번에 처리하는 것, 하루 동안 들어온 요청을 모아서

매일 자정에 한 번에 실행하는 것
• Batch Arrival(집단 도착): 한 번에 여러 명의 고객이 동시에 도착하거나, 한 명의

고객이 여러 개의 일량을 갖고 동시에 도착하는 경우
• e.g., 한 번 도착 시 고객 3명이 동시에 들어오는 경우, 고객 1명이 동시에 4개의 서류

를 제출하는 경우

(그림 1) Batch 관련 주요 용어



1 𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄

𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄

5

• 정의
• 𝑋개의 일량을 가진 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고, 고객 서비스과정이 지수

분포를 따르며 서버의 수와 수용 가능한 고객 수가 동일한 복수서버 대기행렬 시스템

• 특징
• 고객이 도착하는 순서대로(FIFO, First-In First-Out) 서비스함
• 고객 도착은 집단 단위(Batch Arrival)로 이루어짐
• 대기열이 존재하지 않으므로 고객의 브러킹확률(Blocking Probability)이 중요함

• 켄달(Kendall) 표기방식
• 고객 도착과정(Arrival Process): 일량의 크기가 𝑋일 때의 고객 도착이 포아송분포

(Possion Distribution, 표기 𝑀௑)를 따름
• 𝝀: 고객의 단위시간(Unit Time)당 평균도착률(Average Arrival Rate)

• 고객 서비스과정(Service Process): 지수분포(Markov, 표기 𝑀)를 따름
• 𝝁: 하나의 서버에 의한 고객당 평균서비스율(Average Service Rate) (서버 관점)
• 𝒓: 한 명의 고객이 요구하는 평균서비스율(Average Service Rate) (고객 관점)

• 서버의 수: 동시에 서비스가 가능한 서버가 𝒄개
• 𝑲: 한 명의 고객이 동시에 점유 가능한 최대 서버의 수 (단, 1 ≤ 𝐾 ≤ 𝑐)

• 시스템의 수용 가능한 고객 수: 서버의 수와 동일한 𝒄명

𝑴𝑿/𝑴/𝐜/𝐜
고객의

도착과정
고객의

서비스과정
서버 수 수용 가능한

고객 수
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• 파라미터 정의
• 한 명의 고객이 요구하는 평균서비스율(Average Service Rate): 𝒓
• 시스템의 총 서비스율(Service Rate): 𝑪 = 𝒓𝒄

• 일괄 크기(Batch Size)가 𝒌일 확률: 𝒒𝒌 (단, ∑ 𝒒𝒌
𝑲
𝒌ୀ𝟏 = 𝟏, 𝟏 ≤ 𝒌 ≤ 𝑲 ≤ 𝒄)

• 일괄 크기(Batch Size)가 𝒌인 고객의 집단 도착(Batch Arrival)에 대한
평균도착률(Average Arrival Rate): 𝝀𝒌 = 𝒒𝒌𝝀

• 한 번의 집단 도착(Batch Arrival)에서 평균 도착 고객 수(=고객당 평균일량):
𝜷 = ∑ 𝒌𝒒𝒌

𝑲
𝒌ୀ𝟏

특정 고객이 서비스를 받기 원하는 일(Job)이 여러 개가 동시에 도착하고,
그때의 일량이 랜덤하므로 시스템 상태의 변화를 예측하기 어려움
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• 상태전이방정식(State Transition Equation)

• 상태 𝟎에서 옮겨갈 수 있는 상태는 상태 𝟏부터 상태 𝑲까지 모두 𝑲개가 있음
• 𝝀𝒌: 시스템에 고객이 일량 𝒌를 가지고 도착하여, 상태가 𝒌이 될 확률
• 𝒌𝝁: 시스템에 고객 𝒌명이 있다가 서비스를 받고 나가면서 상태가 𝒌 − 𝟏이 될 확률

• 경우#1: 상태 0과 상태 1 사이의 상태전이
• 𝝀𝒑𝟎 = 𝝁𝒑𝟏, (𝜆 = ∑ 𝜆௞

௄
௞ୀଵ )

• 경우#2: 상태 1 이후의 모든 상태 간 상태전이
• 𝒎𝝁 + ∑ 𝝀𝒌

𝒎𝒊𝒏(𝒄ି𝒎,𝑲)
𝒌ୀ𝟏 𝒑𝒎 = ∑ 𝝀𝒌𝒑𝒎ି𝒌 + 𝒎 + 𝟏 𝝁𝒑𝒎ା𝟏

𝒎𝒊𝒏(𝒎,𝑲)
𝒌ୀ𝟏 , (1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑐 − 1)

• 경우#3: 상태 𝑐와 그외의 모든 다른 상태 간 상태전이
• 𝒄𝝁𝒑𝒄 = ∑ 𝝀𝒌𝒑𝒄ି𝒌

𝑲
𝒌ୀ𝟏

(그림 2) 𝑀௑/𝑀/𝑐/𝑐 큐 상태전이도

𝑲: 한 고객이 동시 요청 가능한 최대 서버 수
𝒑𝒎: 시스템에 고객이 𝒎명 차 있는 상태의 확률
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• 시스템 상태확률(State Probability)
• 𝒑𝟏 =

𝝀

𝝁
𝒑𝟎

• 𝒑𝒎ା𝟏 =
𝒎𝝁ା∑ 𝝀𝒌

𝒎𝒊𝒏(𝒄ష𝒎,𝑲)
𝒌స𝟏 𝒑𝒎ି∑ 𝝀𝒌𝒑𝒎ష𝒌

𝒎𝒊𝒏(𝒎,𝑲)
𝒌స𝟏

(𝒎ା𝟏)𝝁
, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑐 − 1

시스템 상태 간에 재귀식(Recursive Formula)으로 이루어진 것을 알 수 있으며,
𝒄의 값이 커질수록 재귀의 횟수도 증가하므로 계산 복잡도가 증가함

 이를 해결하기 위해 반복과정(Iterative Procedure)을 이용하여 해를 구함

𝜆𝑝଴ = 𝜇𝑝ଵ, 𝒑𝟏 =
𝝀

𝝁
𝒑𝟎

𝑚𝜇 + ෍ 𝜆௞

௠௜௡(௖ି௠,௄)

௞ୀଵ

𝑝௠ = ෍ 𝜆௞𝑝௠ି௞ + 𝑚 + 1 𝜇𝑝௠ାଵ

௠௜௡(௠,௄)

௞ୀଵ

상태전이방정식
경우#1 활용

상태전이방정식
경우#2 활용

𝒑𝒎ା𝟏 =
𝒎𝝁 + ∑ 𝝀𝒌

𝒎𝒊𝒏(𝒄ି𝒎,𝑲)
𝒌ୀ𝟏 𝒑𝒎 − ∑ 𝝀𝒌𝒑𝒎ି𝒌

𝒎𝒊𝒏(𝒎,𝑲)
𝒌ୀ𝟏

(𝒎 + 𝟏)𝝁
,   𝟏 ≤ 𝒎 ≤ 𝒄 − 𝟏

𝑝௠ାଵ 계산 시, 이전 상태들
(𝑝௠, … , 𝑝௠ି௄)의 값을

이용하므로, 재귀식에 해당

현재 시스템 고객 𝑚명, 시스템 최대 용량 𝑐명, 
동시에 최대 𝐾명까지 도착 가능할 때,

시스템은 최대 𝑐 − 𝑚명까지 더 수용 가능하나
한 번에 들어오는 최대 일량이 𝐾명이므로, 
도착 가능한 고객 수는 𝒎𝒊𝒏 (𝒄 − 𝒎, 𝑲)가 됨
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• 반복과정(Iterative Procedure)
• 어떤 문제의 해를 한 번에 계산하기 어려운 경우, 초기값을 설정하고 이전 결과를

기반으로 다음 값을 순차적으로 계산해나가는 반복적인 계산 방법

• 반복과정(Iterative Procedure) 기반 상태확률 계산
• 가정사항: 정규화되지 않은 상태 0의 확률 값인 𝒑𝟎

∗ = 𝟏

• 𝒑𝟏
∗ =

ఒ

ఓ
𝑝଴

∗ =
𝝀

𝝁
,

• 𝒑𝒎ା𝟏
∗ =

𝒎𝝁ା∑ 𝝀𝒌
𝒎𝒊𝒏(𝒄ష𝒎,𝑲)
𝒌స𝟏 𝒑𝒎

∗ ି∑ 𝝀𝒌𝒑𝒎ష𝒌
∗𝒎𝒊𝒏(𝒎,𝑲)

𝒌స𝟏

(𝒎ା𝟏)𝝁
, 𝟏 ≤ 𝒎 ≤ 𝒄 − 𝟏

• 확률의 정규화 조건으로부터 ∑ 𝑝௜ = 1௖
௜ୀ଴ 이 성립함

• 𝒑𝒎 =
𝒑𝒎

∗

∑ 𝒑𝒊
∗𝒄

𝒊స𝟎
, 𝟎 ≤ 𝒎 ≤ 𝒄

*통신 시스템의 주요한 성능지표
1) 고객에 대한 서비스품질 보장: 시스템의 유한한 서버에 대해 고객의 서비스 수용 여부를

나타내는 고객의 브러킹확률을 일정 수준 이하로 유지하도록 설계되어야 함
(*일반적으로, 전화통신망에서 고객의 브러킹확률은 1% 이하로 유지하여야 함)

2) 시스템의 경제성: 유한한 시스템 자원을 얼마나 효과적으로 사용하였는가를 나타내는
효용(Utilization)으로 나타내며, 효용이 높을수록 시스템은 경제성이 높음을 의미함

9

*확률의 정규화 조건: 
모든 가능한 상태의 확률을

더한 값은 1이어야 함
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• 고객의 브러킹확률(Blocking Probability): 𝜴 (1/2)
• 임의의 일괄 크기(Batch Size)를 가진 고객의 시스템 도착 시, 시스템 서버 자원 제한

으로 인해 서비스를 제공할 수 없게 되어 고객의 시스템 진입이 차단될 확률
• 고객 도착 시 시스템 상태가 𝒄 − 𝒌 + 𝟏인데, 고객이 𝒌의 일괄 작업(Batch Job)을 요구

하는 경우에 시스템 진입이 차단됨
• e.g., 고객이 시스템 상태가 𝒄인데 𝟏부터 𝑲까지의 일량을 요구하거나, 

시스템 상태가 𝒄 − 𝟏인데 𝟐부터 𝑲까지의 일량을 요구하는 경우

• 𝛀 =
𝟏

𝝀
∑ 𝒑𝒄ି𝒊 ∑ 𝝀𝒌

𝑲
𝒌ୀ𝒊ା𝟏

𝑲ି𝟏
𝒊ୀ𝟎

𝒓: 서버 하나가 요구하는 처리율
𝝀: 전체 Batch Job의 평균도착률

𝝀𝒌: 한 번에 서버 𝒌개를 요구하는 고객의 평균도착률
𝑲: 한 고객이 동시 요청 가능한 최대 서버 수

𝒑𝒄ି𝒊: 시스템에 서버가 𝒄 − 𝒊개 점유된 상태의 확률

고객의 시스템 진입이 차단되는 모든 경우의 합과
고객 평균도착률의 비가 브러킹확률이 됨

𝑐 − 𝑖개의
서버가 점유된
상태의 확률

𝑖 + 1 이상의 서버를
요구하는 고객의

평균도착률



1 𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄

𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄

11

• 고객의 브러킹확률(Blocking Probability): 𝜴 (2/2)
한 회사에서 비디오 서비스를 제공하며 다음과 같은 조건을 가진다. 이때 고객의 브러킹확률을 구하라.
• 총 서버 수(𝑐): 3개
• 고객이 한 번에 요청할 수 있는 최대 서버 수(𝐾): 2개
• 각 Batch Job의 평균도착률 (𝜆௞)

• 서버 1개 요청 (𝜆ଵ): 1
• 서버 2개 요청 (𝜆ଶ): 0.5

• 전체 Batch Job의 평균도착률 (𝜆): 1.5
• 시스템 상태확률

• 𝑝ଶ = 0.2
• 𝑝ଷ = 0.1

• 𝑖 = 0인 경우
• 𝑐 − 𝑖 = 3, 즉 𝑝ଷ = 0.1
• ∑ 𝜆௞

ଶ
௞ୀଵ = 𝜆ଵ + 𝜆ଶ = 1 + 0.5 = 1.5

• 𝑝ଷ × ∑ 𝜆௞
ଶ
௞ୀଵ = 0.1 × 1.5 = 0.15

• 𝑖 = 1인 경우
• 𝑐 − 𝑖 = 2, 즉 𝑝ଶ = 0.2

• ∑ 𝜆௞
ଶ
௞ୀଶ = 𝜆ଶ = 0.5

• 𝑝ଶ × ∑ 𝜆௞
ଶ
௞ୀଶ = 0.2 × 0.5 = 0.1

• Ω =
ଵ

ఒ
∑ 𝑝௖ିଵ ∑ 𝜆௞

௄
௞ୀ௜ାଵ

௄ିଵ
௜ୀ଴ =

଴.ଵହା଴.ଵ

ଵ.ହ
≈ 0.167

∴ 약 16.7%의 고객이 브러킹됨
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• 시스템의 효용(Utilization): 𝚿 (1/2)
• 일정 관측시간 동안 고객의 시스템 사용시간(i.e., 서버 점유시간)의 비율에 해당함

• 시스템의 서버 점유시간 = ∑ 𝜆௞ × 𝑇 × (1 − ∑ 𝑝௜
௖
௜ୀ௖ି௞ାଵ ) × 𝑘 ×

ଵ

ఓ
௄
௞ୀଵ

• 𝚿 =
∑ 𝒌×𝝀𝒌× 𝟏ି∑ 𝒑𝒊

𝒄
𝒊స𝒄ష𝒌శ𝟏

𝑲
𝒌స𝟏

𝒄𝝁

• 고객 유효도착률

• 𝝀𝒆𝒇𝒇 =
∑ 𝒌×𝝀𝒌× 𝟏ି∑ 𝒑𝒊

𝒄
𝒊స𝒄ష𝒌శ𝟏

𝑲
𝒌స𝟏

𝜷
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𝚿 = lim
்→ஶ

시스템의 서버 점유시간
𝑇 × 𝑐

= lim
்→ஶ

∑ 𝜆௞ × 𝑇 × (1 − ∑ 𝑝௜
௖
௜ୀ௖ି௞ାଵ ) × 𝑘 ×

1
𝜇

௄
௞ୀଵ

𝑇 × 𝑐

=
∑ 𝒌 × 𝝀𝒌 × 𝟏 − ∑ 𝒑𝒊

𝒄
𝒊ୀ𝒄ି𝒌ା𝟏

𝑲
𝒌ୀ𝟏

𝒄𝝁

충분히 긴 시간(𝑇 → ∞)
동안 관측함

𝚿 =
∑ 𝑘 × 𝜆௞ × 1 − ∑ 𝑝௜

௖
௜ୀ௖ି௞ାଵ

௄
௞ୀଵ

𝑐𝜇
=

𝝀𝒆𝒇𝒇𝜷

𝒄𝝁

시스템 전체 평균서비스율에 대한
고객 총도착률의 비를 의미

고객 총도착률은 고객 유효도착률(𝜆௘௙௙)과
고객당 평균 일량(𝛽)의 곱을 의미



1 𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄
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• 시스템의 효용(Utilization): 𝚿 (2/2)

13

한 회사에서 비디오 서비스를 제공하며 다음과 같은 조건을 가진다. 이때, 시스템 효용을 구하라.
• 총 서버 수(𝑐): 3개
• 고객이 한 번에 요청할 수 있는 최대 서버 수(𝐾): 2개
• 각 Batch Job의 평균도착률 (𝜆௞)

• 서버 1개 요청 (𝜆ଵ): 0.4
• 서버 2개 요청 (𝜆ଶ): 0.2

• 각 서버의 서비스율 (𝜇): 1
• 시스템 상태확률

• 𝑝ଶ = 0.15
• 𝑝ଷ = 0.1

• 전체 batch job의 평균도착률 (𝜆)
• 𝜆 = 𝜆ଵ + 𝜆ଶ = 0.4 + 0.2 = 0.6

• 𝑘 = 1인 경우
• 1 × 0.4 × (1 − 0.10) = 0.4 × 0.9 = 0.36

• 𝑘 = 2인 경우
• 2 × 0.2 × (1 − 0.25) = 0.4 × 0.75 = 0.3

• 𝜓 =
଴.ଷ଺ା଴.ଷ

ଷ×ଵ
=

଴.଺଺

ଷ
= 0.22

∴ 서버 자원의 평균 22%가 사용되고 있음



1 𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄
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• 시스템 내 평균 고객 수(Average Number of Customers in System)
• 𝑳 = ∑ 𝒊𝒑𝒊

𝒄
𝒊ୀ𝟎 (𝒊: 시스템 내 고객 수, 𝒑𝒊: 상태가 𝒊일 확률)

• 대기공간이 없으므로 시스템 내 고객 수와 서비스 중인 고객 수가 동일함
• 𝚿 =

𝑳

𝒄

• 시스템이 보유한 서버 c개 중 얼마나 사용되고 있는지에 대한 비율

• 시스템 내 체재시간(Sojourn Time)
• 𝑴𝑿/𝑴/𝒄/𝒄 큐에서는 서버 수와 큐의 수가 같으므로, 대기시간은 없고 서비스시간만

존재함
• 𝑺 =

𝟏

𝜷𝝀𝐞𝐟𝐟
=

𝟏

𝝁

14

고객 총도착률(𝜇)은 고객 유효도착률(𝜆௘௙௙)과 고객당 평균 일량(𝛽)의 곱

한 회사에서 제공되는 전화 서비스는 다음의 조건을 가진다. 이때, 고객 1명의 평균 체재시간 𝑆를 구하라. 
• 각 서버의 평균 서비스율 (𝜇): 0.2
• 고객의 평균 일량 (𝛽): 2
• 고객의 유효도착률 (𝜆௘௙௙): 0.1

• 대기시간은 없고, 서비스시간만 존재하므로 체재시간은 다음과 같음
• 𝑆 =

ଵ

ఉఒ౛౜౜
=

ଵ

ଶ×଴.ଵ
=

ଵ

଴.ଶ
= 5 분

∴ 고객은 시스템 내에 평균 5분 동안 머무름
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• 정의
• 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고 고객 서비스시간이 고정된 값을 가지며,

단위시간마다 최대 𝑁명의 고객이 동시에 서비스받는 복수서버 대기행렬 시스템

• 특징
• 고객이 도착하는 순서대로(FIFO, First-In First-Out) 서비스함
• 일량 보존 시스템(Work-Conserving System)이며, 주기적인 서비스를 제공함

• 시스템 내 고객이 있는 한, 서버 자원은 쉬지 않고 지속적으로 일하는 구조

• 켄달(Kendall) 표기방식
• 고객 도착과정(Arrival Process): 포아송분포(Poisson Distribution, 표기 𝑀)를 따름
• 고객 서비스과정(Service Process): 고정된(Deterministic, 표기 𝐷) 시간을 가짐
• 수용 가능한 고객 수: 최대 𝑁명의 고객이 동시에 서비스를 받을 수 있으나, 

단위시간 𝑐 간격의 서비스가 주기적으로 제공됨 (표기 𝑁@𝑐)

𝑴/𝑫/𝑵@𝒄
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𝑴/𝑫/𝑵@𝒄
고객의

도착과정
고객의

서비스과정
단위
시간

수용 가능한
고객 수

(그림 3) M/D/6@3 그래프

• 대기열: 손님들이 리프트 탑승 대기하는 줄
• 곤돌라: 매 3초마다 도착하여 최대 6명까지 태움
• 고정된 서비스 시간(D): 정상까지 올라가는 시간은 항상 5분
• 포아송 도착: 손님들은 무작위로 도착

• x축: 단위시간 3초에 한 번씩 30초동안 관측
• y축: 도착한 곤돌라에 탑승한 손님 수 (≤ 6)
• 매 c초(c=3)마다 오며, 도착 순서대로 최대 N명(N=6)을 태우고, 

서비스 시간은 고정된 D시간(D=5분)
• (그래프 해석) 2번째 곤돌라에는 2명의 손님이 탑승함

*고객 평균도착률: 𝜆
*고객 서비스시간: 𝑐
*시스템 안정조건:

𝜆 ⋅ 𝑐 < 𝑁



• 시스템 초기 상태확률
• 이전 사이클에서 서비스 시작 직전까지 큐 내에 대기하는 고객이 N명을 넘지 않고, 

서비스 시간 동안 고객이 1명도 도착하지 않을 확률
• 𝒑𝟎 = ∑ 𝒑𝒊𝒆

ି𝝀𝒄𝑵
𝒊ୀ𝟎

• 시스템 상태확률(State Probability)
• 𝒑𝒏 = ∑

𝒑𝒊 𝝀𝒄 𝟐

𝒏!
𝒆ି𝝀𝒄 +

𝒑𝑵శ𝟏 𝝀𝒄 𝒏ష𝟏

𝒏ି𝟏 !
𝒆ି𝝀𝒄 + ⋯ + 𝒑𝑵ା𝒏𝒆ି𝝀𝒄𝑵

𝒊ୀ𝟎

𝑴/𝑫/𝑵@𝒄
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𝑝ଵ = ෍ 𝑝௜𝜆𝑐𝑒ିఒ௖ + 𝑝ேାଵ𝑒ିఒ௖
ே

௜ୀ଴
,

𝑝ଶ = ෍
𝑝௜ 𝜆𝑐 ଶ

2
𝑒ିఒ௖ + 𝑝ேାଵ𝜆𝑐𝑒ିఒ௖ + 𝑝ேାଶ𝑒ିఒ௖

ே

௜ୀ଴
,

𝒑𝒏 = ෍
𝒑𝒊 𝝀𝒄 𝟐

𝒏!
𝒆ି𝝀𝒄 +

𝒑𝑵ା𝟏 𝝀𝒄 𝒏ି𝟏

𝒏 − 𝟏 !
𝒆ି𝝀𝒄 + ⋯ + 𝒑𝑵ା𝒏𝒆ି𝝀𝒄

𝑵

𝒊ୀ𝟎

• 시스템 상태가 1(𝑝ଵ)인 경우
• 𝒑𝒊𝝀𝒄𝒆ି𝝀𝒄: 이전 사이클에서 서비스 시작 직전까지 큐 내에 대기중인 고객이

𝑁명을 넘지 않고, 서비스 시간 동안 1명 도착하는 경우의 확률
• 𝒑𝑵ା𝟏𝒆ି𝝀𝒄: 이전 사이클에서 서비스 시작 직전까지 큐 내에 대기중인 고객이

𝑁 + 1명이고, 서비스 시간 동안 1명도 도착하지 않을 경우의 확률



• 𝑝௡의 확률생성함수(PGF, Probability Generating Function)(1/2)
• 𝑷 𝒛 = ∑ 𝒑𝒏𝒛𝒏ஶ

𝒏ୀ𝟎 =
∑ 𝒑𝒕

𝑵
𝒊స𝟎 𝒛𝑵ି∑ 𝒑𝒏𝒛𝒏𝑵

𝒏స𝟎

𝒛𝑵𝒆ഊ𝒄(𝟏ష𝒛)ି𝟏
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𝑃 𝑧 = ෍ 𝑝௡𝑧௡
ஶ

௡ୀ଴

=  ෍ 𝑝௜𝑒
ିఒ௖

ே

௜ୀ଴
෍

𝜆𝑐𝑧 ௡

𝑛!

ஶ

௡ୀ଴
+ 𝑒ିఒ௖𝑝ேାଵ𝑧 ෍

𝜆𝑐𝑧 ௡

𝑛!

ஶ

௡ୀ଴
+ 𝑒ିఒ௖𝑝ேାଶ𝑧ଶ ෍

𝜆𝑐𝑧 ௡

𝑛!

ஶ

௡ୀ଴
+ ⋯

=  ෍ 𝑝௜𝑒
ିఒ௖𝑒ఒ௖௭ + 𝑝ேାଵ𝑧𝑒ିఒ௖𝑒ఒ௖௭

ே

௜ୀ଴
+ ⋯ + 𝑝ேା௞𝑧௞𝑒ିఒ௖𝑒ఒ௖௭ + ⋯

=  ෍ 𝑝௜𝑒
ିఒ௖(ଵି௭) + 𝑒ିఒ௖(ଵି௭)

ே

௜ୀ଴

𝑃 𝑧 − 𝑝଴ + 𝑝ଵ𝑧 + ⋯ + 𝑝ே𝑧ே

𝑧ே

상태확률(𝒑𝒏)의
각 식에 𝒛𝟎, 𝒛𝟏, … , 𝒛𝒏을

곱함

𝑃 𝑧 𝑒ఒ௖(ଵି௭) = ෍ 𝑝௜

ே

௜ୀ଴
+

𝑃 𝑧 − ∑ 𝑝௡𝑧௡ே
௡ୀ଴

𝑧ே
마지막 식 정리

𝑃 𝑧 𝑧ே𝑒ఒ௖(ଵି௭) − 1 = ෍ 𝑝௧

ே

௜ୀ଴
𝑧ே − ෍ 𝑝௡𝑧௡

ே

௡ୀ଴

𝑷 𝒛 =
∑ 𝒑𝒕

𝑵
𝒊ୀ𝟎 𝒛𝑵 − ∑ 𝒑𝒏𝒛𝒏𝑵

𝒏ୀ𝟎

𝒛𝑵𝒆ఒ𝒄(𝟏ି𝒛) − 𝟏

좌우변을 𝑃(𝑧)에
대해 정리

*대기행렬의 기초 2장(확률이론의 기초) 참고
확률생성함수: 확률변수 𝑿에 대한 확률값들을 하나의 함수로 요약한 것임. 이산확률변수 𝑿의 확률질량함수가 𝒑(𝒌)일 때,
𝑮 𝒛 = 𝑬 𝒛𝑿 = ∑ 𝒑 𝒌 𝒛𝒌ஶ

𝒌ୀ𝟎 로 표현됨. 이는 𝒛에 대한 함수로 확률변수 𝑿의 정보를 담고 있어 𝑿값 전부를 다루는 대신 𝒛를
통해 쉽게 원하는 값을 유도함. 또한, 상태확률은 상태확률의 확률생성함수로 표시될 수 있음



• 𝑝௡의 확률생성함수(PGF, Probability Generating Function)(2/2)
• 𝑷 𝒛 = ∑ 𝒑𝒏𝒛𝒏ஶ

𝒏ୀ𝟎 =
∑ 𝒑𝒕

𝑵
𝒊స𝟎 𝒛𝑵ି∑ 𝒑𝒏𝒛𝒏𝑵

𝒏స𝟎

𝒛𝑵𝒆ഊ𝒄(𝟏ష𝒛)ି𝟏

• 𝑁 = 1(고객이 1명)인 경우의 확률생성함수 구하는 방법
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𝑃 𝑧 =
∑ 𝑝௧

ଵ
௜ୀ଴ 𝑧ଵ − ∑ 𝑝௡𝑧௡ଵ

௡ୀ଴

𝑧ଵ𝑒ఒ௖(ଵି௭) − 1
=

𝑝଴(𝑧 − 1)

𝑧𝑒ఒ௖(ଵି௭) − 1
𝑷(𝒛) 공식 활용

𝑃 1 = lim
௭→ଵ

𝑝଴

𝑒ఒ௖(ଵି௭) − 𝜆𝑐𝑧𝑒ఒ௖ ଵି௭
=

𝑝଴

1 − 𝜆𝑐

𝑝଴

1 − 𝜆𝑐
= 1, 𝒑𝟎 = 𝟏 − 𝝀𝒄𝒛 = 𝟏이면, 𝑷(𝟏) = 𝟏

𝑷 𝒛 =
𝟏 − 𝝀𝒄 (𝒛 − 𝟏)

𝒛𝒆𝝀𝒄(𝟏ି𝒛) − 𝟏
𝒑𝟎을 대입

*로피탈(l’Hopital)의 정리
두 함수 𝑓(𝑥)와 𝑔(𝑥)가 𝑥 = 𝑎에서 모두 0으로 수렴하거나 모두 무한대로 발산하는 경우(즉, ଴

଴
또는 ஶ

ஶ
 꼴의 극한)에

𝑓(𝑥)와 𝑔(𝑥)가 𝑥 = 𝑎에서 미분 가능하다면, lim
௫→௔

௙ ௫

௚ ௫
= lim

௫→௔

௙ᇱ ௫

௚ᇱ ௫
가 성립함

𝒛 = 𝟏이면 분모와 분자가
0이 되므로, 

로피탈의 정리 활용



• 시스템 내 평균 고객 수(Average Number of Customers in System)
• 𝑳 = 𝑷ᇱ 𝒛 |𝒛ୀ𝟏 = 𝑷′(𝟏)
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𝑃 𝑧 = ෍ 𝑝௡𝑧௡
ஶ

௡ୀ଴

확률생성함수
𝑷(𝒛) 활용 𝑃′ 𝑧 = ෍ 𝑛𝑝௡𝑧௡ିଵ

ஶ

௡ୀଵ
양변 𝒛로 미분

𝑃′(1) = ෍ 𝑛𝑝௡𝑧଴
ஶ

௡ୀଵ
= 𝐸 𝑛 = 𝐿𝑧 = 1 대입
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단위시간당 시스템으로 들어오는 고객의 도착률이 0.3이고, 어느 한순간에 고객은 한 명만 서비스를 받을
수 있으며, 서비스 주기인 𝑐가 2인 𝑀/𝐷/1@2큐에 대하여 이 시스템의 상태를 나타내는 확률생성함수
𝑃(𝑧)를 구하고, 시스템 내에서 기다리고 있는 고객의 평균 수를 구하여라.

• 큐에서 기다리고 있는 평균 고객의 수: 𝐿 = 𝑃’ 1

• 𝑃(𝑧) =
଴.ସ ௭ିଵ

௭௘బ.ల(೥షభ)ିଵ

• 시스템 내 평균 고객 수

• 𝑃 𝑧 =
଴.ସ ௭ିଵ

௭௘బ.ల(೥షభ)ିଵ
=

଴.ସ௬

ଵା௬ ௘షబ.ల೤ିଵ
=

଴.ସ௬

ଵା௬ ଵି଴.଺௬ା଴.ଵ଼௬మି⋯ ିଵ
=

଴.ସ௬

ଵି଴.଺௬ା଴.ଵ଼ మା⋯ା௬ି଴.଺௬మା⋯ିଵ
=

଴.ସ௬

଴.ସ௬ି଴.ସଶ௬మା⋯
≅

ଵ

ଵିଵ.଴ହ௬

• 𝑃 𝑧 ≅ 1 + 1.05 𝑧 − 1 + ⋯ = 1.05𝑧 − 0.05 + ⋯ ≅ 1.05z − 0.05

∴ 𝑃’(1) = 1.05, 즉 시스템 내에서 기다리고 있는 고객의 평균 수는 1명
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*대기행렬의 기초 책 예제 4-7에 해당



𝑴/𝑋/∞



3 𝑴/𝑋/∞

• 𝑀/𝑋/∞ 큐
• 고객 수보다 과도하게 많은 서버를 가지는 무한서버 시스템으로, 임의의 서비스

분포(𝑋:  𝑀, 𝐺, 𝐷)를 가지는 대기행렬 시스템

• e.g., 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고, 고객 서비스시간이 평균 3초인 𝑀/𝑋/∞
• 고객 4명(A, B, C, D)이 각각의 큐에서 동일한 시점에 도착함을 가정
• 각 큐에서의 서비스시간: 𝑀/𝑀/∞ 큐(평균 3초인 지수분포), 𝑀/𝐺/∞ 큐(평균 3초, 표준편차

0.5초인 정규분포), 𝑀/𝐷/∞ 큐(고정 시간 3초)
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𝑴/𝑫/∞ 큐𝑴/𝑮/∞ 큐𝑴/𝑴/∞ 큐구분

포아송분포고객 도착과정

고정된 시간(D)일반분포(G, General)지수분포(M, Markov)고객 서비스과정

무한(∞)서버 수

𝑴/𝑫/∞ 큐𝑴/𝑮/∞ 큐𝑴/𝑴/∞ 큐
도착시점고객

종료시점서비스시간종료시점서비스시간종료시점서비스시간

3.0초3.0초2.9초2.9초1.1초1.1초0초A

5.7초3.0초6.0초3.3초9.1초6.4초2.7초B

8.4초3.0초7.9초2.5초7.7초2.3초5.4초C

12.1초3.0초12.2초3.1초22.3초13.2초9.1초D



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞

• 정의
• 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고, 고객 서비스시간이 지수분포를 따르며

서버의 수와 버퍼의 제한이 없어 대기가 발생하지 않는 무한서버 대기행렬 시스템

• 특징
• 고객이 도착하는 순서대로(FIFO, First-In First-Out) 서비스함
• 시스템 서버는 무한하나, 고객이 거의 찾아오지 않는 경우 혹은 서버 수가 고객 수보다

충분히 큰 경우를 표현할 수 있음

• 켄달(Kendall) 표기방식
• 고객 도착과정(Arrival Process): 포아송 분포(Possion Distribution, 표기 M)를 따름

• 𝝀: 고객의 단위시간(Unit Time)당 평균도착률(Average Arrival Rate)
• 고객 서비스과정(Service Process): 지수분포(M: Markov)를 따름

• 𝝁: 하나의 서버에 의한 고객당 평균서비스율(Average Service Rate)
• 서버의 수: 동시에 서비스가 가능한 서버의 수가 무한(∞)함
• 버퍼의 크기: 고객이 기다리는 버퍼의 크기는 무한(∞)하여 표기상 생략됨
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𝑴/𝑴/∞
고객의

도착과정
고객의

서비스과정
서버의

수



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞

• 예시#1 – 초고속 네트워크
• 회선의 용량이 초당 1기가(Giga=10଺)비트인 광케이블로 연결된 초고속 통신망에서,

최대속도 64 Kbps의 인터넷전화를 사용하는 네트워크
• 회선 용량: 1 Gbps (1,000,000,000 bps)
• 인터넷전화 1회선당 사용량: 최대 64 Kbps (64,000 bps)
• 가능한 동시 접속 수: ଵ,଴଴଴,଴଴଴,଴଴଴

଺ସ,଴଴଴
= 15,625명 이상

• 해당 네트워크에서는 제공 가능한 대역폭 용량에 비해 고객이 요구하는 소요대역이
작아지므로 전체 시스템으로 볼 때 서버가 무한히 많은 것처럼 작동하는 효과를 가짐

• 예시#2 – P2P(Peer-to-Pee) 서비스
• P2P 서비스와 같이 백본 네트워크(Backbone Network)의 대역폭이 충분히 큰 광대역

네트워크에 접속한 다수의 P2P 사용자의 연결 요청이 발생하는 상황
• 백본망 용량: 10 Gbps (10,000,000,000 bps)
• P2P 사용자 1명당 평균 사용량: 1 Mbps (1,000,000 bps)
• 가능한 동시 연결 수: ଵ଴,଴଴଴,଴଴଴,଴଴଴

ଵ,଴଴଴,଴଴଴
= 10,000명 이상

• 해당 네트워크에서는 다수의 사용자가 개별적으로 접속/요청을 시도하더라도, 
네트워크 대역폭이 충분히 크므로 전체 시스템으로 볼 때 무한한 병렬 처리가 가능한
서버 환경처럼 작동하는 효과를 가짐
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3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞

• 파라미터 정의
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 𝝀𝒌 = 𝝀 𝒌 = 𝟏, 𝟐, …
• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 𝝁𝒌 = 𝒌𝝁 𝒌 = 𝟏, 𝟐, …

• 시스템 상태확률(State Probability)
• 𝒑𝒌 =

𝜸𝒌

𝒌!
𝒆ି𝜸, 𝒌 = 𝟎, 𝟏, …
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𝑝௞ =
𝜆଴𝜆ଵ ⋯ 𝜆௞ିଵ

𝜇ଵ𝜇ଶ ⋯ 𝜇௞
𝑝଴ =

1

𝑘!

𝜆

𝜇

௞

𝑝଴

෍ 𝑝௞

ஶ

௞ୀ଴
= ෍

𝛾௞

𝑘!
𝑝଴

ஶ

௞ୀ଴
= 1

시스템 내 고객 수가
𝑘(𝑘 = 0, 1, ⋯ )명일 확률

𝛾 =
ఒ

ఓ
활용 및 확률의 정의

(전체 확률의 합은 1)에 기반

෍
𝛾௞

𝑘!
𝑝଴

ஶ

௞ୀ଴
= 1, 𝑒ఊ𝑝଴ = 1, 𝒑𝟎 = 𝒆ି𝜸∑

ఊೖ

௞!
ஶ
௞ୀ଴ = 𝑒ఊ 활용

𝑝௞ =
𝛾௞

𝑘!
𝑝଴ =

𝜸𝒌

𝒌!
𝒆ି𝜸, 𝒌 = 𝟎, 𝟏, …𝑝଴ = 𝑒ିఊ 활용



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞

• 시스템 내 평균 고객 수(Average Number of Custormers in System)
• 𝑳 = 𝜸

• 고객의 시스템 내 평균체재시간(Mean Sojourn Time in System)
• 𝑾 =

𝟏

𝝁

• 𝑳 = 𝝀𝑾 관계가 성립함 (리틀의 공식)
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시스템에 고객 도착 시, 큐에서의 대기 없이 바로 서비스를 받을 수 있으므로
고객 대기시간이 없으며 서버에서의 서비스 시간만 존재함

𝑳 = 𝛾 =
𝜆

𝜇
= 𝝀𝑾

시스템 부하: 𝛾 = 𝜆/𝜇

시스템 부하
𝛾 = 𝜆/𝜇

𝑊 =
1

𝜇

리틀의 공식(Little’s Law)
𝑳 = 𝝀 × 𝑾

(시스템 내 평균 고객 수 = 평균도착률 × 평균체재시간)
*평균 고객 수=서비스 중인 고객 수+대기 중인 고객 수



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞

28

통신시스템에서 트래픽이 가장 많이 발생하는 1시간을 최번시(Busy Hour)라고 한다. 최번시에서 1시간
동안 콜의 평균 도착률이 3이고, 콜당 평균지속시간이 180초라고 할 때 다음을 구하여라.

(1) 정상상태에서의 시스템 내 고객 수가 3명일 확률은 얼마인가?
(2) 정상상태에서의 시스템 내 고객 수는 평균 몇 명인가?
(3) 고객의 시스템 내 평균체재시간은 얼마인가?

• 시스템 부하: 𝛾 =
ଷ×ଵ଼଴

ଷ଺଴଴
= 0.15

(1) 정상상태에서의 시스템 내 고객 수가 3명일 확률은 시스템 상태확률(𝑝௞)에서 𝑘 = 3일 경우를 의미함

• 𝑝௞ =
ఊೖ

௞!
𝑒ିఊ, 𝑝ଷ =

଴.ଵହయ

ଷ!
𝑒ି଴.ଵହ = 0.048%

(2) 정상상태에서의 시스템 내 평균 고객 수
• 𝐿 = 𝛾 = 0.15

(3) 고객의 시스템 내 평균체재시간

• 𝑊 =
௅

ఒ
=

଴.ଵହ

ଷ
≈ 0.05

*대기행렬의 기초 책 예제 4-8에 해당



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞
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어떤 네트워크에서 비디오 서비스를 제공하는데 최번시 1시간 동안 비디오 전화의 평균도착률이
2이고, 콜당 평균지속시간이 1,000초일때, 다음을 구하고 앞의 예제 4-8에서의 결과와 비교하라.

(1) 정상상태에서의 시스템 내의 고객의 수가 3명일 확률은 얼마인가?
(2) 정상상태에서의 시스템 내의 고객의 수는 평균 몇 명인가?
(3) 고객의 시스템 내 평균체재시간은 얼마인가?
(4) 앞의 예제 4-2에서의 결과와 비교하여 어떤 차이가 있는가?

• 시스템 부하: 𝛾 =
ଶ×ଵ଴଴଴

ଷ଺଴଴
= 0.5556

(1) 정상상태에서의 시스템 내 고객 수가 3명일 확률은 시스템 상태확률(𝑝௞)에서 𝑘 = 3일 경우를 의미함

• 𝑝௞ =
ఊೖ

௞!
𝑒ିఊ, 𝑝ଷ =

଴.ହହହ଺య

ଷ!
𝑒ି଴.ହହହ଺ ≈ 1.64%

(2) 정상상태에서의 시스템 내 평균 고객 수
• 𝐿 = 𝛾 = 0.5556

(3) 고객의 시스템 내에서의 평균체재시간

• 𝑊 =
௅

ఒ
=

଴.ହହହ଺

 ଶ
≈ 0.2778초

(4) 비디오 서비스는 콜당 체재시간이 길어 시스템 내 고객 수와 시스템 부하가 예제 4-8의 서비스보다
상대적으로 많음

*대기행렬의 기초 책 문제 4-2에 해당



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝑀/∞
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어떤 네트워크에서 인터넷 서비스를 제공하는데 최번시 1시간 동안 평균 웹접속 요구의 수가 10개이고,
하나의 요구당 평균 지속시간이 30초라고 한다. 이때 다음의 물음에 답하라.

(1) 정상상태에서의 시스템 내의 고객의 수가 3명일 확률은 얼마인가?
(2) 정상상태에서의 시스템 내의 고객의 수는 평균 몇 명인가?
(3) 고객의 시스템 내 평균 체재시간은 얼마인가?
(4) 앞의 예제 4-2, 문제 4-1에서의 결과와 비교하여 어떤 차이가 있는가?

• 시스템 부하: 𝛾 =
ଵ଴×ଷ଴

ଷ଺଴଴
= 0.0833

(1) 정상상태에서의 시스템 내 고객 수가 3명일 확률은 시스템 상태확률(𝑝௞)에서 𝑘 = 3일 경우를 의미함

• 𝑝௞ =  ఊೖ

௞!
𝑒ିఊ =

଴.଴଼ଷଷయ

ଷ!
𝑒ି଴.଴଼ଷଷ = 0.0089%

(2) 정상상태에서의 시스템 내 평균 고객 수
• 𝐿 = 𝛾 = 0.0833

(3) 고객의 시스템 내에서의 평균체재시간

• 𝑊 =
௅

ఒ
=

଴.଴଼ଷଷ

ଵ଴
≈ 0.00833초

(4) 인터넷 서비스 중 웹 접속은 예제 4-8의 전화 서비스와 문제 4-2의 비디오 서비스에 비해 상대적으로
체재시간이 짧으며, 시스템 부하가 낮음

*대기행렬의 기초 책 문제 4-3에 해당



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝐺/∞
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• 정의
• 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고 고객 서비스시간이 일반분포를 따르며, 

서버 수와 버퍼의 제한이 없어 대기가 발생하지 않는 무한서버 대기행렬 시스템

• 특징
• 고객이 도착하는 순서대로(FIFO, First-In First-Out) 서비스함
• 시스템 서버가 무한하고 다양한 서비스 시간 분포를 고려할 수 있으므로, 현실적인

처리 지연 등의 성능 예측에 유연함

• 켄달(Kendall) 표기방식
• 고객 도착과정(Arrival Process): 포아송 분포(Possion Distribution, 표기 M)를 따름

• 𝝀: 고객의 단위시간(Unit Time)당 평균도착률(Average Arrival Rate)
• 고객 서비스과정(Service Process): 일반적인 분포(G: General)를 따름

• 𝝁: 고객당 평균서비스율(Average Service Rate) (즉, 평균서비스시간은 𝜼 = 𝟏/𝝁)
• 서버의 수: 동시에 서비스가 가능한 서버의 수가 무한(∞)함
• 버퍼의 크기: 고객이 기다리는 버퍼의 크기는 무한(∞)하여 표기상 생략됨

𝑴/𝑮/∞
고객의

도착과정
고객의

서비스과정
서버의

수

일반적인 분포(G: General)는 어떠한 분포도 포함할 수 있는 일반적인 분포로, 
주로 정규분포, 균등분포, 파레토분포 등이 있음



3 𝑴/𝑋/∞

𝑀/𝐺/∞
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• 예시 – ADSL(Asymmetric Digital Subscriber Line)
• ADSL는 비동기식 디지털 가입자 회선 기술의 한 유형으로, 초당 수백 메가비트의

전송로에 가입자당 수 메가비트의 처리용량을 제공하는 가입자 회선 서비스임
• 이는 하나의 네트워크 전송로에 다수의 가입자를 수용하는 것이 일반적이고,

다수의 고객을 DSLAM에서 다중화하여 고속 네트워크 접속 회선으로 수용함
• 고객 도착과정(Arrival Process): 가입자가 네트워크로 전송하는 데이터 양이 일정

속도를 초과할 수 없고, 가입자 간에 상호 연관성이 없으므로 포아송분포를 따름
• 고객 서비스과정(Service Process): 가입자의 네트워크 내 체재시간이 지수함수적

으로 감소하지 않고 긴 시간부터 짧은 시간까지의 일반적인 분포를 따름
• 서버의 수: 하나의 서버가 동시에 여러 명의 고객을 서비스하여야 하므로 서버가

가진 처리용량은 고객이 요구하는 서비스 처리용량보다 충분히 큼
• 해당 서비스 환경에서는 네트워크 대역폭이 수백 Mbps에서 수 Gbps만큼 충분히 클 때,

가입자당 발생되는 트래픽 양이 수 Kbps 정도인 경우에 가입자 관점에서 서버가
무한한 모델로 간주할 수 있음

(그림 4) ADSL의 네트워크 접속 환경

*DSLAM: Digital Subscriber Line Access Multiplexer
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• 파라미터 정의
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 𝝀𝒌 = 𝝀 𝒌 = 𝟏, 𝟐, …
• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 𝝁𝒌 = 𝒌𝝁 𝒌 = 𝟏, 𝟐, …
• 고객 도착시간: 𝑨𝒏 𝒏 = 𝟏, 𝟐, …
• 고객 서비스시간: 𝑽𝒏 𝒏 = 𝟏, 𝟐, …
• 시간 𝒕에서 시스템 내 고객 수: 𝑸 𝒕

• 시스템 상태확률(State Probability)(1/3)
• MPP(Marked Poisson Process) 해석을 활용함

• 포아송 과정에 속성(mark)을 추가하여 고객 도착사건이 가진 속성을 함께 고려함

𝑀/𝑀/∞ 큐에서는 BDP(Birth and Death Process) 
해석을 활용하여 시스템 상태확률(𝑝௞)을 구함

(그림 5) MPP의 진행

• 주황색 부분: 시간 𝑡 이내에 서비스 완료하지 못한 고객
(= 아직 서비스 중인 고객)
⇒  𝐴௞ ≤ 𝑡이고 𝐴௞ + 𝑉௞ > 𝑡의 조건을 만족하는 고객 수

• 파란색 부분: 시간 𝑡 기준으로 서비스 완료된 고객
⇒  𝐴௞ + 𝑉௞ < 𝑡의 조건을 만족하는 고객 수

• 초록색 부분: 시간 𝑡 기준으로 아직 도착하지 않은 고객
⇒  𝐴௞ > 𝑡의 조건을 만족하는 고객 수

∴ 𝑸 𝒕 = 𝟐,  (주황색 부분의 고객 수에 해당함)
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• 시스템 상태확률(State Probability)(2/3)
• 도착시간과 서비스시간인 (𝐴, 𝑉)가 가질 수 있는 점 좌표 𝑥, 𝑦 의 집합

• 𝑬𝒕 = 𝒙, 𝒚 : 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝒕 이고 𝒚 > 𝒕 − 𝒙

• 시점 𝒕에서 시스템에 남아있는 경우는, 시점 𝒙가 시점 𝒕 전에 도착했어야 하고, 
서비스 시간 𝑽(= 시점 𝒚)가 𝒕 − 𝒙보다 길어야 함

• 집합 𝑬𝒕는 평균이 𝐸 𝐸௧ 인 포아송분포를 따름
• 𝑬 𝑬𝒕 = 𝝀 ∫ 𝟏 − 𝑮 𝒕 − 𝒙

𝒕

𝟎
𝒅𝒙

𝑮(𝒚) = 𝑷 𝑽 ≤ 𝒚 : 서비스시간의 누적분포함수
𝟏 − 𝑮 𝒕 − 𝒙 : 시점 𝒙에 도착한 고객이 시점 𝒕까지

여전히 시스템에 머물 확률

𝐸 𝐸௧ = න න 𝜆 𝑑𝑥
ஶ

௧ି௫

𝑑𝐺(𝑦)
௧

଴

= 𝜆 න න 𝑑𝐺 𝑦
ஶ

௧ି௫

𝑑𝑥
௧

଴

집합 𝑬𝒕는 평균이 𝐸 𝐸௧ 인
포아송분포를 따름

𝐸 𝐸௧ = 𝜆 න 1 − 𝐺 𝑡 − 𝑥
௧

଴

𝑑𝑥내부적분은 𝑦 = 𝑡 − 𝑥에서 시작하며, 
𝐺(𝑦)는 누적분포함수이므로

න 𝑑𝐺 𝑦
ஶ

௧ି௫

= 1 − 𝐺 𝑡 − 𝑥

시간 𝑥에 고객이
도착할 확률

서비스시간이
𝑡 − 𝑥보다 클 확률
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• 시스템 상태확률(State Probability)(3/3)
• 집합 𝑬𝒕가 평균이 𝐸 𝐸௧ 인 포아송분포를 따르므로 𝑄(𝑡)가 𝑘일 확률

• 𝒑𝒌 = 𝒍𝒊𝒎
𝒕→ஶ

𝒑𝒌 𝒕 =
𝝀𝜼 𝒌𝒆ష𝝀𝜼

𝒌!
, 𝒌 = 𝟎, 𝟏, ⋯

𝑝௞ 𝑡 = 𝑃 𝑄 𝑡 = 𝑘 =
𝐸 𝐸௞

௞𝑒ିா ா೟

𝑘!
,  𝑘 = 0, 1, ⋯𝑄(𝑡) = 𝑘일 확률

lim
௧→ஶ

𝐸[𝐸௧] = 𝜆 න 1 − 𝐺(𝑡 − 𝑥) 𝑑𝑥
ஶ

଴

= 𝜆𝜂
긴 시간(𝑡 → ∞) 
동안의 𝐸 𝐸௧

고객 서비스시간에 대한 기대치는 𝑬 𝑽 = 𝜼

𝒑𝒌 = 𝑙𝑖𝑚
௧→ஶ

𝑝௞ 𝑡 =
𝝀𝜼 𝒌𝒆ି𝝀𝜼

𝒌!
,  𝒌 = 𝟎, 𝟏, ⋯

𝒑𝒌 =
𝜸𝒌𝒆ି𝜸

𝒌!
,  𝒌 = 𝟎, 𝟏, ⋯𝜸 = 𝝀𝜼인 경우

*𝑀/𝐺/∞ 큐에서의 시스템 내 고객이 𝒌명 있을 확률(=시스템 상태확률)은 𝑀/𝑀/∞ 큐에서의 시스
템 내 고객이 𝒌명 있을 확률과 동일함을 의미함

• 𝑀/𝑀/∞ 큐에서의 시스템 상태확률: 𝒑𝒌 =
𝜸𝒌

𝒌!
𝒆ି𝜸
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• 𝑀/𝑀/∞ 큐와의 관계
• 시스템 상태확률(=시스템 내 고객이 𝒌명 있을 확률)이 동일함

• 시스템 상태확률: 𝒑𝒌 =
𝜸𝒌𝒆ష𝜸

𝒌!
, 𝒌 = 𝟎, 𝟏, ⋯

• 시스템 상태확률을 통해 시스템 내 평균 고객 수 추정 가능하므로 해당 값도 동일함
• 시스템 내 평균 고객 수: 𝑳 = 𝜸

• 리틀의 공식에 따라 고객의 시스템 내 평균체재시간도 추정 가능하므로 해당 값도
동일함

• 고객의 시스템 내 평균체재시간: 𝑾 =
𝟏

𝝁
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한 지역에서 ADSL 서비스를 제공하는 통신사가 있다. 이 시스템은 다음과 같은 특성을 가진다.

• 고객의 데이터 세션 요청은 평균 도착률 𝜆 = 2 세션/분의 포아송 과정을 따름
• 각 세션의 데이터 사용 시간(=서비스 시간)은 평균 𝜂 = 5분이며, 분포는 일반 분포(𝐺)를 따름
• 해당 시스템은 충분한 대역폭을 보유하고 있어 동시에 무한히 많은 고객을 수용할 수 있음

이때, 정상상태에서 시스템 내에 고객이 3명 있을 확률은?

• 정상상태에 대해서 시스템 내에 고객이 𝑘명 있을 확률

• 𝑝௞ = lim
௧→ஶ

𝑝௞ 𝑡 =
ఒఎ ೖ௘షഊആ

௞!
, 𝑘 = 0, 1, ⋯

• 𝜆 = 2, 𝜂 = 5, 𝜆𝜂 = 10, 𝑘 = 3

• 𝑝ଷ =
ଵ଴య⋅௘షభ

ଷ!
=

ଵ଴଴଴⋅௘షభబ

଺
≈

ଵ଴଴଴⋅ସ.ହଷଽଽଽ×ଵ଴షఱ

଺
≈

଴.଴ସହସ

଺
≈ 0.00757

∴시스템 내에 고객 3명이 존재할 확률은 약 0.76%
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• 정의
• 고객 도착과정이 포아송분포를 따르고 고객 서비스시간이 고정된 값을 가지며, 

서버 수와 버퍼의 제한이 없어 대기가 발생하지 않는 무한서버 대기행렬 시스템

• 특징
• 고객이 도착하는 순서대로(FIFO, First-In First-Out) 서비스함
• 정해진 처리 시간이 요구되는 반복적이거나 실시간적인 작업 환경 모델링에 적합함

• 켄달(Kendall) 표기방식
• 고객 도착과정(Arrival Process): 포아송 분포(Possion Distribution, 표기 M)를 따름

• 𝝀: 고객의 단위시간(Unit Time)당 평균도착률(Average Arrival Rate)
• 고객 서비스과정(Service Process): 고정된 값(D: Deterministic)를 따름

• 𝝁: 고객당 평균서비스율 (𝒅: 고정된 서비스시간)
• 서버의 수: 동시에 서비스가 가능한 서버의 수가 무한(∞)함
• 버퍼의 크기: 고객이 기다리는 버퍼의 크기는 무한(∞)하여 표기상 생략됨

𝑴/𝑫/∞
고객의

도착과정
고객의

서비스과정
서버의

수
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• 예시 – 병원 예방접종 시스템
• 시민들이 백신 접종소에 랜덤으로 도착하며, 각각의 접종 시간은 동일하게 2분인

예방접종 시스템
• 평균적으로 시간당 30명의 시민이 도착함: 𝜆 = 0.5명/분
• 간호사가 시민 1명을 정확히 2분간 접종함: 서비스시간 = 2분 (고정)
• 접종 종료까지 시스템에 머무는 평균 시민 수: 0.5 × 2 = 1명

• 해당 시스템에서는 고정된 시간만큼 접종을 진행하며, 대기 없이 진행될 수 있도록
수십 명의 간호사가 동시에 접종을 시행한다고 할 때, 간호사(서버)가 무한히 많아
보이는 효과를 가짐
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• 파라미터 정의
• 고객 평균도착률(Average Arrival Rate): 𝝀𝒌 = 𝝀 𝒌 = 𝟏, 𝟐, …
• 고객 평균서비스율(Average Service Rate): 𝝁𝒌 = 𝒌𝝁 𝒌 = 𝟏, 𝟐, …

• 𝑀/𝑀/∞ 큐, 𝑀/𝐺/∞ 큐와의 관계
• 시스템 상태확률(=시스템 내 고객이 𝒌명 있을 확률)이 동일함

• 시스템 상태확률: 𝒑𝒌 =
𝜸𝒌𝒆ష𝜸

𝒌!
, 𝒌 = 𝟎, 𝟏, ⋯

• 시스템 상태확률을 통해 시스템 내 평균 고객 수 추정 가능하므로 해당 값도 동일함
• 시스템 내 평균 고객 수: 𝑳 = 𝜸

• 리틀의 공식에 따라 고객의 시스템 내 평균체재시간도 추정 가능하므로 해당 값도
동일함

• 고객의 시스템 내 평균체재시간: 𝑾 =
𝟏

𝝁
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한 OTT 플랫폼은 다중 채널 기반의 비디오 스트림 처리를 지원한다. 사용자가 고화질 콘텐츠를 시청할 경우,
한 번의 요청으로 2개 이상의 비디오 채널이 동시에 점유된다. 이 시스템에서 사용자 스트리밍 요청은 초당
평균 3건 발생하며, 이는 집단 도착(Batch Arrival)으로 들어온다. 또한 각 요청은 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈
1,2,3 에 대한 채널을 점유한다: 𝑞ଵ = 0.2, 𝑞ଶ = 0.5, 𝑞ଷ = 0.3. 해당 시스템의 전체 서버는 5개이고, 각 서버는

단위시간 당 평균 𝜇 = 1의 속도로 요청을 처리할 수 있으며, 버퍼는 없다. 이때 시스템의 상태 확률이 𝑝ଷ =
0.3, 𝑝ସ = 0.2, 𝑝ହ = 0.1로 관찰되었을 때, 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈ 1,2,3 에 대한 채널 요청 도착률 𝜆௞를 계
산하라. 또한, 위 상태확률이 주어졌을 때의 브러킹확률(Blocking Probability)을 계산하라.

• 시스템 유형: 𝑀௑/𝑀/𝑐/𝑐 큐 시스템
• 서버 수: 𝑐 = 5

• 서버 하나의 단위시간 당 평균서비스율: 𝜇 = 1

• 각 요청의 평균도착률: 𝜆 = 3

• 일괄 크기(Batch Size) 분포: 𝑞ଵ = 0.2, 𝑞ଶ = 0.5, 𝑞ଷ = 0.3

• 시스템 상태확률: 𝑝ଷ = 0.3, 𝑝ସ = 0.2, 𝑝ହ = 0.1

• 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈ 1,2,3 에 대한 채널 요청 도착률(𝜆௞ = 𝜆 ⋅ 𝑞௞)
• 𝜆ଵ = 3 ⋅ 0.2 = 0.6

• 𝜆ଶ = 3 ⋅ 0.5 = 1.5

• 𝜆ଷ = 3 ⋅ 0.3 = 0.9

∴ 채널 요청 도착률은 각각 𝝀𝟏 = 𝟎. 𝟔, 𝝀𝟐 = 𝟏. 𝟓, 𝝀𝟑 = 𝟎. 𝟗임

42
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한 OTT 플랫폼은 다중 채널 기반의 비디오 스트림 처리를 지원한다. 사용자가 고화질 콘텐츠를 시청할 경우,
한 번의 요청으로 2개 이상의 비디오 채널이 동시에 점유된다. 이 시스템에서 사용자 스트리밍 요청은 초당
평균 3건 발생하며, 이는 집단 도착(Batch Arrival)으로 들어온다. 또한 각 요청은 다음 중 하나의 채널 수를 점
유한다: 𝑞ଵ = 0.2, 𝑞ଶ = 0.5, 𝑞ଷ = 0.3. 해당 시스템의 전체 서버는 5개이고, 각 서버는 단위시간 당 평균 𝜇 = 1의
속도로 요청을 처리할 수 있으며, 버퍼는 없다. 이때 시스템의 상태 확률이 𝑝ଷ = 0.3, 𝑝ସ = 0.2, 𝑝ହ = 0.1로 관찰
되었을 때, 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈ 1,2,3 에 대하여 단위시간 당 채널 요청 도착률인 𝜆௞를 계산하라. 또
한, 위 상태확률이 주어졌을 때의 브러킹확률(Blocking Probability)을 계산하라.

• 브러킹확률은 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈ 1,2,3 에 대한 요청이 들어올 때, 시스템이 𝑐 − 𝑘 + 1개보다 많은 서버를
점유 중이라면 해당 요청은 차단(Block)됨

• 𝑘 ∈ 1,2,3 이라서 𝐾 = 3이므로, 브러킹(Blocking) 조건은 현재 채널 점유 수 ≥ 3, 즉 𝑝ଷ + 𝑝ସ + 𝑝ହ을 구하면 됨
• 따라서, 브러킹확률을 구하면 다음과 같음

• 𝛺 =
ଵ

ఒ
∑ 𝑝௖ି௜ ∑ 𝜆௞

௄
௞ୀ௜ାଵ

௄ିଵ
௜ୀ଴ =

ଵ

ଷ
𝑝ହ ⋅ ∑ 𝜆௞

ଷ
௞ୀଵ + 𝑝ସ ⋅ ∑ 𝜆௞

ଷ
௞ୀଶ + 𝑝ଷ ⋅ ∑ 𝜆௞

ଷ
௞ୀଷ =

ଵ

ଷ
0.3 + 0.48 + 0.27 =

ଵ.଴ହ

ଷ
= 0.35

∴ 브러킹확률은 약 35%임
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한 보안관제 시스템은 IDS 로그를 병렬로 처리하기 위해 다중 서버 기반의 로그 처리 구조를 채택하고 있다.
각 로그 그룹은 최대 2개의 서버를 동시에 점유할 수 있고, 한 그룹은 병렬적으로 파싱 및 디코딩함에 따라
1개 또는 2개의 서버를 동시에 사용한다. 해당 시스템은 총 4개의 서버를 가지고 있으며 버퍼는 없고, 일괄 도
착(Batch Arrival) 방식으로 요청이 들어온다. 또한, 각 서버의 처리율은 𝜇 = 2이고, 서버 점유 수에 따른 요청
도착률이 다음과 같다: 𝜆ଵ = 1 (서버 1개 점유), 𝜆ଶ = 0.5 (서버 2개 점유). 이 시스템의 상태확률이 𝑝ଷ =
0.3, 𝑝ସ = 0.2로 주어질 때 이 시스템의 서버 자원 효용을 계산하라. 또한, 시스템 효용이 낮은 경우, 𝜆ଶ를 점진
적으로 증가시켰을 때 효용에 어떤 변화가 생기는지 그래프와 함께 분석하라.

• 시스템 유형: 𝑀௑/𝑀/𝑐/𝑐 큐 시스템
• 서버 수: 𝑐 = 4

• 서버 하나의 단위시간 당 평균서비스율: 𝜇 = 2

• 시스템 상태확률: 𝑝ଷ = 0.3, 𝑝ସ = 0.2

• 𝑘 ∈ 1,2 이므로 𝐾 = 2

• 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈ 1,2 에 대한
채널 요청 도착률: 𝜆ଵ = 1, 𝜆ଶ = 0.5

• 시스템 효용: Ψ =
∑ ௞×ఒೖ× ଵି∑ ௣೔

೎
೔స೎షೖశభ

಼
ೖసభ

௖ఓ

=
ଵ×ఒభ× ଵି௣ర ାଶ×ఒమ×(ଵି௣యି௣ర)

ସ×ଶ
= 0.1625

∴ 시스템 효용은 0.1625
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• 시스템 효용은 낮을수록 사용
자의 서버 점유율이 낮은 것을
의미함

• 𝜆ଶ를 증가시킬수록, 병렬 처리
가 필요한 요청(서버 2개 점유)
의 비중이 증가하고, 시스템
자원 사용률이 선형적 증가함

• 만약 시스템 효용이 낮은 경우,
서버의 자원 낭비 우려가 있어
𝜆ଶ를 증가시키기도 함

• 또는 처리 지연이 발생하는 경우,
서버 2개를 통한 병렬 처리 비중을
늘리기 위해 𝜆ଶ를 증가시키기도 함

(그림 6) 𝜆ଶ 증가에 따른
시스템 효용 분석 그래프
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• 시스템 유형: 𝑀௑/𝑀/𝑐/𝑐 큐 시스템
• 서버 수: 𝑐 = 6

• 서버 하나의 단위시간 당 평균서비스율: 𝜇 = 1

• 시스템 상태확률: 𝑝ସ = 0.15, 𝑝ହ = 0.25, 𝑝଺ = 0.35

• 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘에 대한 채널 요청 도착률
• VoIP: 채널 수 𝑘 = 1, 도착률 𝜆ଵ = 2

• CCTV: 채널 수 𝑘 = 3, 도착률 𝜆ଷ = 0.5

• 브러킹확률은 각 일괄 크기(Batch Size) 𝑘 ∈ 1,3 에 대한 요청이 들어올 때, 시스템이 𝑐 − 𝑘 + 1개보다 많은 서버를
점유 중이라면 해당 요청은 차단(Block)됨
• VoIP(𝑘 = 1): 브러킹조건: 현재 점유 채널수 ≥ 6

• CCTV(𝑘 = 3): 브러킹조건: 현재 점유 채널수 ≥ 4

• 따라서, 브러킹확률을 구하면 다음과 같음: 𝛺 =
ଵ

ఒ
∑ 𝑝௖ି௜ ∑ 𝜆௞

௄
௞ୀ௜ାଵ

௄ିଵ
௜ୀ଴ = 0.40

∴ 브러킹확률은 약 40%임
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한 통합 네트워크 서버는 VoIP 통화 스트림과 CCTV 영상 스트림을 동시에 처리한다. 이 시스템은 서버 수가
제한되어 있고, 요청 도착은 일괄 도착(Batch Arrival) 형태로 이루어지며, 대기열은 존재하지 않는다. 각각의
요청 중 VoIP 요청은 한 번에 1개의 채널만 점유하며 초당 평균 2건이 도착하고, CCTV 요청은 한 번에 3개의
채널을 점유하며 초당 평균 0.5건이 도착한다. 서버는 총 6개이며, 각 서버는 단위시간 당 평균적으로 1건의
요청을 처리할 수 있다. 이때, VoIP와 CCTV 각각의 요청에 대한 브러킹(Blocking)이 발생하는 상태 조합을 설
명하라. 또한, 시스템 상태확률이 𝑝ସ = 0.15, 𝑝ହ = 0.25, 𝑝଺ = 0.35일 때 각 요청의 브러킹확률을 계산하고, 상태
가 𝑝଺일 때 브러킹확률을 줄이기 위한 방법을 설명하라.
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• 시스템 상태가 6일 때, 브러킹확률을 줄이기 위한 방법은 다음과 같음
1. 서버 수(𝑐) 증설

• 현재 𝑐 = 6에서, 7이나 8로 증가시킴으로써 포화 상태의 빈도를 감소시킴
2. CCTV 영상 스트림의 점유 채널(𝑘) 조정

• 점유하고 있는 채널을 3개 이하로 감소시킴
• 브러킹조건(현재 채널 3개 점유): 𝑐 − 𝑘 + 1 = 6 − 3 + 1 = 4

• 브러킹조건(감소하여 채널 2개 점유): 𝑐 − 𝑘 + 1 = 6 − 2 + 1 = 5 => 효율이 높아지는 효과
3. CCTV 요청도착률(𝜆ଷ) 조정

• CCTV는 채널을 많이 점유함에 따라 요청 도착률이 브러킹 조건에 가장 큰 영향을 미침
• 브러킹확률 수식에는 요청 도착률이 i+1부터 K까지 누적합으로 들어가므로 𝜆ଷ의 값을 줄이면 브러킹확률

값도 감소하게 됨
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한 통합 네트워크 서버는 VoIP 통화 스트림과 CCTV 영상 스트림을 동시에 처리한다. 이 시스템은 서버 수가
제한되어 있고, 요청 도착은 일괄 도착(Batch Arrival) 형태로 이루어지며, 대기열은 존재하지 않는다. 각각의
요청 중 VoIP 요청은 한 번에 1개의 채널만 점유하며 초당 평균 2건이 도착하고, CCTV 요청은 한 번에 3개의
채널을 점유하며 초당 평균 0.5건이 도착한다. 서버는 총 6개이며, 각 서버는 단위시간 당 평균적으로 1건의
요청을 처리할 수 있다. 이때, VoIP와 CCTV 각각의 요청에 대한 브러킹(Blocking)이 발생하는 상태 조합을 설
명하라. 또한, 시스템 상태확률이 𝑝ସ = 0.15, 𝑝ହ = 0.25, 𝑝଺ = 0.35일 때 각 요청의 브러킹확률을 계산하고, 상태
가 𝑝଺일 때 브러킹확률을 줄이기 위한 방법을 설명하라.
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한 보안 로그 스케줄러는 네트워크 보안 이벤트 발생 시 로그를 수집하여 주기적으로 처리하는 시스템으로
구성된다. 해당 시스템에서 보안 이벤트는 포아송 도착을 따르며, 평균적으로 초당 3건이 도착한다. 해당 시
스템은 10초마다 주기적으로 동작하며, 최대 5개의 로그를 한 번에 처리할 수 있다. 이 시스템이 한 번에 최
대 1개의 로그만 처리할 수 있다고 가정할 때, 해당 주기 내에서 로그의 개수에 대한 확률생성함수 𝑃(𝑧)를 유
도하라. 또한, 해당 시스템이 안정적인지 판단하라.

• 시스템 유형: 𝑀/𝐷/𝑁@𝑐 큐 시스템
• 평균 도착률: 𝜆 = 3

• 주기: 𝑐 = 10초마다 처리
• 주기 동안 도착하는 평균 로그 수: 𝜆 ⋅ 𝑐 = 3 × 10 = 30

• 최대 1개의 로그만 처리 가능하다고 가정하면, 𝑁 = 1로 간주하여 확률생성함수를 유도할 수 있음

• 𝑃 𝑧 = ∑ 𝑝௡𝑧௡ஶ
௡ୀ଴ =

∑ ௣೟
భ
೔సబ ௭భି∑ ௣೙௭೙భ

೙సబ

௭భ௘ഊ೎(భష೥)ିଵ
=

௣బ(௭ିଵ)

௭௘ഊ೎(భష೥)ିଵ
에서 𝑧 = 1 이면 분모와 분자가 0이 되므로 로피탈의 정리를 이용함

• 𝑃 1 = lim
௭→ଵ

௣బ

௘ഊ೎(భష೥)ିఒ௖௭௘ഊ೎ భష೥ =
௣బ

ଵିఒ௖
, 여기서 𝑧 = 1이면 𝑃(1) = 1이 되므로 ௣బ

ଵିఒ௖
= 1,  즉 𝑝଴ = 1 − 𝜆𝑐

• 이 𝑝଴을 대입하면 확률생성함수는 𝑃 𝑧 =
ଵିఒ௖ (௭ିଵ)

௭௘ഊ೎(భష೥)ିଵ
이고, 여기에 𝜆 = 3, 𝑐 = 10을 대입하면 최종적으로 다음과 같음

: 𝑃 𝑧 =
ିଶଽ ⋅ (௭ିଵ)

௭௘యబ(భష೥)ିଵ

• 시스템 안정성을 판단하기 위해서는 𝜆𝑐 < 𝑁 인지 확인해야 함
• 현재 처리량은 𝑁 = 1이므로, 𝜆𝑐 = 30 > 𝑁이어서 안정적으로 보기 어려우며, 이를 안정적으로 만들기 위해서는 주기(𝑐)를

줄여서 더 자주 처리하게 하거나, 처리량(𝑁)을 증가시켜서 한 번에 여러 개를 처리하는 등의 방법이 있음
∴ 확률생성함수는 𝑷 𝒛 =

ି𝟐𝟗 ⋅ (𝒛ି𝟏)

𝒛𝒆𝟑𝟎(𝟏ష𝒛)ି𝟏
, 시스템은 안정적으로 보기 어려운 상황

47



4

한 정책 기반 패킷 처리 시스템은 네트워크 트래픽으로부터 발생하는 이벤트를 수집한 후, 일정 시간 간격으
로 처리하는 구조이다. 해당 시스템에서 보안 이벤트는 포아송분포를 따르며 평균적으로 초당 0.4건이 도착
한다. 시스템은 5초마다 주기적으로 작동하며, 매 주기마다 최대 3개의 패킷을 동시에 처리할 수 있다. 또한,
이 시스템은 혼잡 방지를 위한 정책 기반 드롭(drop) 기능이 포함되며, 이 드롭 정책은 매 주기마다 큐에 누적
된 패킷 수가 4개 이상일 경우, 해당 시점의 초과 패킷은 폐기된다고 정의된다. 이때 이 시스템에서의 평균 큐
길이 𝐿 = 𝑃’(1)를 구하라. 또한, 평균적으로 얼마나 자주 드롭 정책이 실행되는지 그래프와 함께 분석하라.

• 시스템 유형: 𝑀/𝐷/𝑁@𝑐 큐 시스템
• 평균 도착률: 𝜆 = 0.4

• 주기: 𝑐 = 5초마다 처리
• 주기 동안 도착하는 평균 로그 수: 𝜆 ⋅ 𝑐 = 0.4 × 5 = 2

• 1회 주기 최대 처리량: 𝑁 = 3

• 평균 큐 길이는 𝐿 = 𝑃’ 1 와 확률생성함수를 활용하여 계산 가능함: 𝑃 𝑧 =
ଵିఒ௖ ௭ିଵ

௭௘ഊ೎(భష೥)ିଵ
=

ିଵ ௭ିଵ

௭௘మ(೥షభ)ିଵ

• 이 식은 𝑧 = 1일 때 분모가 0이 되므로, 미분 대신에 𝑃(𝑧)에 대해 𝑧 − 1 = 𝑦로 치환 후, 지수함수 멱급수 전개식을 통해
근사적으로 계산해야 함

• 𝑃 𝑧 =
ିଵ ௭ିଵ

௭௘మ(೥షభ)ିଵ
=

ି௬

ଵା௬ ௘షమ ିଵ
=

ି௬

ଵା௬ ଵିଶ௬ା
మ೤ మ

మ!
ି

మ೤ య

య!
ା⋯ ିଵ

≅
ଵ

ଵି
మ

య
௬మା⋯

이 값에서 치환한 부분을 원래대로 계산하면,

𝑃 𝑧 ≅ 1 +
ଶ

ଷ
𝑧 − 1 ଶ + ⋯ ≅ 0에 근사함

∴ 평균 큐 길이가 0에 근사하므로, 거의 모든 경우에 큐에서 대기하는 고객이 거의 없음을 의미함. 이는 매 주기마다
평균적으로 2개의 로그가 도착하고 3개까지도 처리 가능하므로 버퍼가 찰 일이 거의 없음을 의미함

48

*멱급수 근사식:

𝑒ି௫ ≈ 1 − 𝑥 +
𝑥ଶ

2!
−

𝑥ଷ

3!
+

𝑥ସ

4!
− ⋯
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한 정책 기반 패킷 처리 시스템은 네트워크 트래픽으로부터 발생하는 이벤트를 수집한 후, 일정 시간 간격으
로 처리하는 구조이다. 해당 시스템에서 보안 이벤트는 포아송분포를 따르며 평균적으로 초당 0.4건이 도착
한다. 시스템은 5초마다 주기적으로 작동하며, 매 주기마다 최대 3개의 패킷을 동시에 처리할 수 있다. 또한,
이 시스템은 혼잡 방지를 위한 정책 기반 드롭(drop) 기능이 포함되며, 이 드롭 정책은 매 주기마다 큐에 누적
된 패킷 수가 4개 이상일 경우, 해당 시점의 초과 패킷은 폐기된다고 정의된다. 이때 이 시스템에서의 평균 큐
길이 𝐿 = 𝑃’(1)를 구하라. 또한, 평균적으로 얼마나 자주 드롭 정책이 실행되는지 그래프와 함께 분석하라.

• 매 주기마다 큐에 누적 패킷 수가 4개 이상인 경우 드롭 정책이 실행되는데,
평균적으로 이 정책이 실행될 확률은 𝑃 𝑁 ≥ 4 로 표현할 수 있으며,

시스템 상태확률 공식 𝑝௞ =
ఊೖ௘షം

௞!
을 활용하여 다음과 같이 구할 수 있음

• 현재 시스템 부하: 𝜆 ⋅ 𝑐 = 0.4 × 5 = 2

• 𝑃 𝑁 ≥ 4 = 1 − 𝑝଴ + 𝑝ଵ + 𝑝ଶ + 𝑝ଷ = 1 − 𝑒ିଶ 1 + 2 + 2 +
ସ

ଷ
≈ 0.143

• 드롭 정책 실행 확률은 동일한 평균도착률(𝜆 = 0.4)에서도 주기 시간(𝑐)이
증가할수록 더 자주 실행됨

• 또한, x축에서와 같이 평균도착률(𝜆)이 증가할수록 드롭 정책 실행 확률이
증가하는 것을 볼 수 있음
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(그림 7) 드롭 정책 실행 확률 비교 그래프
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한 네트워크 처리 시스템은 외부에서 발생하는 보안 이벤트를 주기마다 일괄적으로 처리하는 구조를 가진
다. 이때 이벤트는 포아송분포를 따르며 평균 도착률은 초당 𝜆 = 0.25이다. 시스템은 주기마다 한 번씩 작동
하며, 매 주기마다 최대 2개의 이벤트만 동시에 처리할 수 있다. 이때 시스템 설계를 위해 다음의 두 가지 스
케줄 주기 옵션을 비교하고자 한다:
• 시스템 A는 10초마다 한 번 이벤트를 처리하는 구조
• 시스템 B는 5초마다 한 번 이벤트를 처리하는 구조
두 시스템은 동일한 처리량 조건을 가지며 주기만 다르다고 할 때, 각 시스템에 대한 평균 대기 고객 수를 구
하고, 어떤 시스템이 더 효율적인지 그래프와 함께 분석하라.

• 시스템 유형: 𝑀/𝐷/𝑁@𝑐 큐 시스템
• 평균 도착률: 𝜆 = 0.25

• 1회 주기 최대 처리량: 𝑁 = 2 (매 주기당 최대 2개의 이벤트 처리 가능)
• 주기: 시스템 A는 𝑐 = 10초, 시스템 B는 𝑐 = 5초
• 주기 동안 도착하는 평균 이벤트 수: 시스템 A는 𝜆 ⋅ 𝑐 = 0.25 × 10 = 2.5, 시스템 B는 𝜆 ⋅ 𝑐 = 0.25 × 5 = 1.25

• 평균 대기 고객 수는 𝐿 = 𝑃’ 1 와 확률생성함수를 활용하여 계산 가능함: 𝑃 𝑧 =
ଵିఒ௖ ௭ିଵ

௭௘ഊ೎(భష೥)ିଵ

• 이 식은 𝑧 = 1일 때 분모가 0이 되므로, 미분 대신에 𝑃(𝑧)에 대해 𝑧 − 1 = 𝑦로 치환 후, 지수함수 멱급수 전개식을 통해
근사적으로 계산해야 함
• 시스템 A의 평균 대기 고객 수: 𝐿஺ = 𝑃 𝑧 =

ଵିଶ.ହ ௭ିଵ

௭௘మ.ఱ(೥షభ)ିଵ
≅ 0.869에 근사함

• 시스템 B의 평균 대기 고객 수: 𝐿஻ = 𝑃 𝑧 =
ଵିଵ.ଶହ ௭ିଵ

௭௘భ.మఱ(೥షభ)ିଵ
≅ 0.181에 근사함

∴ 시스템 A과 시스템 B의 평균 대기 고객 수는 모두 0명에 가까움
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한 네트워크 처리 시스템은 외부에서 발생하는 보안 이벤트를 주기마다 일괄적으로 처리하는 구조를 가진
다. 이때 이벤트는 포아송분포를 따르며 평균 도착률은 초당 𝜆 = 0.25이다. 시스템은 주기마다 한 번씩 작동
하며, 매 주기마다 최대 2개의 이벤트만 동시에 처리할 수 있다. 이때 시스템 설계를 위해 다음의 두 가지 스
케줄 주기 옵션을 비교하고자 한다:
• 시스템 A는 10초마다 한 번 이벤트를 처리하는 구조
• 시스템 B는 5초마다 한 번 이벤트를 처리하는 구조
두 시스템은 동일한 처리량 조건을 가지며 주기만 다르다고 할 때, 각 시스템에 대한 평균 대기 고객 수를 구
하고, 어떤 시스템이 더 효율적인지 그래프와 함께 분석하라.

• 두 시스템의 주기 시간, 도착률에 기반하여 그래프를 도출한 결과는 다음과 같음
• 평균도착률이 0에 근사할 정도로 충분히 작을수록 짧은 주기를

가진 시스템에서는 불필요하게 과도한 작동이 이루어지게
되므로 시스템 A를 활용하는 것이 더 효율적임

• 추가예제 6의 기존 파라미터에 의하면, 시스템 A와 B 모두
대기 고객이 거의 없었으나, 시스템 B에서의 평균 대기 고객
수가 더 작은 값을 가지는 것으로 계산됨

• 따라서, 현재 시스템에서는 시스템 B가 A보다 더 효율적인
것으로 해석할 수 있음
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(그림 8) 시스템 A, B의 평균 대기 고객 수 비교 그래프
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한 온라인 사용자 인증 시스템은 인증 요청을 병렬로 처리하는 구조로 되어 있으며, 각 요청은 외부 MFA 확
인 및 감사 로그 저장 등의 과정을 포함한다. 이 시스템은 무한한 수의 서버를 보유하며, 모든 요청이 즉시 처
리된다. 사용자 인증 요청은 포아송분포를 따르며, 평균적으로 초당 20건이 도착한다. 또한, 각 인증 처리 시
간은 평균 1.8초가 소요되며, 서비스 시간 분포는 임의의 일반 분포를 따른다고 가정한다. 이때 이 시스템의
부하를 계산하고, 시스템 내에 동시에 2명 이상 존재할 확률을 구하라.

• 시스템 유형: 𝑀/𝐺/∞ 큐 시스템
• 평균 도착률: 𝜆 = 20요청/초

• 평균서비스시간: ଵ

ఓ
= 1.8초

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 20 × 1.8 = 36

• 시스템 내 동시에 2명 이상 존재할 확률은 𝑃 𝑁 ≥ 2 로 표현할 수 있으며, 시스템 상태확률 공식 𝑝௞ =
ఊೖ௘షം

௞!
을 활용하여

다음과 같이 구할 수 있음

• 𝑃 𝑁 ≥ 2 = 1 − 𝑝଴ + 𝑝ଵ = 1 −
ଷ଺బ௘షయల

଴!
+

ଷ଺భ௘షయ

ଵ!
= 1 − 𝑒ିଷ଺ 1 + 36 = 1 − 8.5822 × 10ିଵହ ≈ 1

∴ 시스템 부하가 36으로 매우 큰 시스템임에 따라, 시스템 내에 2명 이상 존재할 확률은 거의 100%에 가까움
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한 실시간 피싱 탐지 처리 서버는 인터넷 트래픽에서 발생하는 탐지 요청을 수집하고, 이를 병렬로 분석하는
구조로 설계되어 있다. 해당 시스템은 요청 도착을 포아송분포로 따르며, 평균적으로 초당 5건의 탐지 요청
이 발생한다. 또한, 각 요청은 평균적으로 0.4초의 처리가 소요되며, 요청 간 처리 시간은 일반적인 분포를
따르고, 해당 시스템은 무한한 병렬 서버를 통해 모든 요청을 즉시 처리할 수 있다고 가정한다. 이때 시스템
설계자는 시스템 내 탐지 요청 수가 𝑘개를 초과하지 않을 확률이 99% 이상이 되도록 하기 위해, 최소 몇 개
의 요청까지 동시 처리를 보장해야 하는지 계산하라.

• 시스템 유형: 𝑀/𝐺/∞ 큐 시스템
• 평균 도착률: 𝜆 = 5요청/초

• 평균서비스시간: ଵ

ఓ
= 0.4초

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 5 × 0.4 = 2

• 시스템 내 탐지 요청 수가 𝑘개를 초과하지 않을 확률이 99% 이상인 것은
𝑃 𝑁 ≤ 𝑘 ≥ 0.99인 𝑘의 최소값 구하기를 의미함

• 𝑃 𝑁 ≤ 𝑘 = ∑
ଶ೙ ⋅ ௘షమ

௡!
௞
௡ୀ଴ ≥ 0.99

• 그래프에서와 같이 𝑘가 6인 경우에 99%가 되므로, 최소 6개의 요청까지
동시 처리를 보장해야 함을 분석할 수 있음

∴ 최소 6개의 탐지 요청까지 동시 처리를 보장해야 함
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(그림 9) 동시 처리 가능한
시스템 내 탐지 요청 수(𝑘) 그래프
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한 보안 분석 시스템은 인터넷 트래픽 상에서 유입되는 악성 URL을 실시간으로 탐지하고 분석하는 구조로
설계되어 있다. 이 시스템에서 분석 요청은 포아송 도착과정을 따르며, 각 URL 분석은 무한한 서버를 통해
병렬 처리된다. 각 서버는 평균적으로 2초가 소요되고 분석 시간은 정규분포 𝑁(𝜇 = 2초, 𝜎ଶ = 0.25)를 따른
다. 해당 시스템의 정상 상태(Steady-State)에서 1분 동안 관찰하였을 때 평균적으로 분당 30건의 URL이 시
스템에 도착하였다. 이때 시스템 부하를 계산하고, 정상상태에서 시스템 내에 동시에 4개 이상의 URL이 분
석 중일 확률을 구하라. 또한, 시스템 부하가 60으로 증가한다면, 5개 이상의 URL이 동시에 분석 중일 확률
은 어떻게 변화하는지 분석하라.

• 시스템 유형: 𝑀/𝐺/∞ 큐 시스템
• 평균 도착률: 𝜆 = 30URL/분

• 평균서비스시간: ଵ

ఓ
= 2초 =

ଵ

ଷ଴
분

• 시스템 부하: 𝛾 =
ఒ

ఓ
= 30 ×

ଵ

ଷ଴
= 1

• 동시에 4개 이상의 URL이 분석 중일 확률은 𝑃 𝑁 ≥ 4 를 구하면 됨

• 𝑃 𝑁 ≥ 4 = 1 − 𝑃 𝑁 ≤ 3 = 1 − ∑
ଵ೙ ⋅ ௘షభ

௡!
ଷ
௡ୀ଴ ≈ 1 − 0.9802 = 0.0198

• 또한, 시스템 부하가 기존 1에서 60으로 증가하는 경우에 5개 이상의
URL이 동시 분석 중일 확률은 다음 공식으로 계산됨

• 𝑃 𝑁 ≥ 5 = 1 − 𝑃 𝑁 ≤ 4 = 1 − ∑
଺଴೙ ⋅ ௘షలబ

௡!
ସ
௡ୀ଴

∴ 동시에 4개 이상 분석 중일 확률은 약 1.98%이고,
시스템 부하가 증가함에 따라 5개 이상 동시 분석 중일 확률은 증가하는 것을 볼 수 있음
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(그림 10) 시스템 부하 증가에 따라 5개
이상의 URL이 동시 분석 중일 확률 그래프
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• 상태 전이: State Transition
• 연속시간 마코프 과정: Continuous-Time Markov Process
• 평균도착률: Average Arrival Rate
• 평균서비스율: Average Service Rate
• 단위 시간: Unit Time
• 평균도착간격: Average Interarrival Time
• 평균서비스시간: Average Service Time
• 생성률: Birth Rate
• 소멸률: Death Rate
• 상태확률: State Probability
• 상태전이방정식: State Transition Equation
• 평행상태: Steady State
• 평균 트래픽 강도: Average Traffic Intensity
• 도착과정: Arrival Process
• 서비스과정: Service Process
• 트래픽 부하: Offered Load
• 시스템 폭주 확률: Blocking Probability
• 유효 도착률: Effective Arrival Rate
• 체재 시간: System Sojourn Time
• 평균 체재 시간: Mean Sojourn Time
• 평균 대기 시간: Mean Waiting Time
• 대기 시간 분포: Waiting Time Distribution
• 시스템 내 평균 고객 수: Average Number of Customers in System
• 큐 내 평균 대기 고객 수: Average Number of Waiting Customers in Queue
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• 일괄 크기(한 번에 도착하는 고객 수): Batch Size
• 일괄 작업(동시에 처리되는 집단 요청): Batch Job
• 집단 도착(여러 요청이 동시에 도착): Batch Arrival
• 재귀식(상태 확률 계산을 위한 반복 수식): Recursive Formula
• 일량 보존 시스템(자원이 쉬지 않고 일함): Work-Conserving System
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• 𝑀/𝑀/𝑐: 단일 도착/서비스, 다수 서버, 무제한 큐
• 𝑀/𝑀/𝑐/𝐾: 제한된 큐 크기 포함 (총 수용량 K)
• 𝑀/𝑀/𝑐 − 𝐵: 고객이 진입 전 판단함 (Balking 포함)
• 𝑀/𝑀/𝑐 − 𝑅: 고객이 기다리다 도중 이탈 (Reneging 포함)
• 𝑀௑/𝑀/𝑐/𝑐: Batch 도착 + 다수 서버 + no queue
• 𝑀/𝐷/𝑁@𝑐: 주기적 deterministic 서비스 + bulk 처리
• 𝑀/𝐺/∞: 무한 서버 + 일반 분포 서비스 시간
• 𝑀/𝑋/∞: 서비스 분포가 미정인 무한 서버 시스템
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• (그림 3)
1. import matplotlib.pyplot as plt

2. import numpy as np

3. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

4. c = 3

5. T = 30

6. N = 6

7. time_points = np.arange(0, T + 1, c)

8. processed_customers = [3, 2, 4, 6, 3, 2, 4, 4, 5, 2, 6]

9. plt.figure(figsize=(5.5, 4))

10. bars = plt.bar(time_points, processed_customers, width=2.5, align='center', color='skyblue', 
edgecolor='black')

11. for bar in bars:

12. height = bar.get_height()

13. plt.xticks(np.arange(0, T + 1, c))

14. plt.yticks(range(0, N + 2))

15. plt.xlabel('Time')

16. plt.ylabel('Number of Customers')

17. plt.title(f'M/D/{N}@{c}')

18. plt.grid(axis='y', linestyle='--', alpha=0.7)

19. plt.tight_layout()

20. plt.show() 59
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• (그림 5)(1/2)
1. import matplotlib.pyplot as plt

2. import numpy as np

3. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

4. arrival_times = [0.5, 1.5, 2.8, 4.2, 6.3]

5. service_times = [0.5, 1.8, 3.5, 2.4, 1.4]

6. t = 5

7. x_line = np.linspace(0, t, 100)

8. y_line = t - x_line

9. colors = []

10. for i, (x, y) in enumerate(zip(arrival_times, service_times)):

11. if y > t - x and x <= t:

12. colors.append('black')

13. else:

14. colors.append('white')

15. plt.figure(figsize=(5.5, 4))

16. for x, y, c in zip(arrival_times, service_times, colors):

17. plt.scatter(x, y, color=c, edgecolor='black', s=100)

18. plt.plot(x_line, y_line, color='black', label=r'$y = t - x$')

19. plt.axvline(x=t, linestyle='--', color='gray', label=r'$x = t$')
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• (그림 5)(2/2)
20. plt.xticks(arrival_times, [f"$A_{i+1}$" for i in range(len(arrival_times))])

21. plt.xlabel("Arrival Time")

22. plt.ylabel("Service Time")

23. plt.title("Marked Poisson Process")

24. plt.xlim(0, 7)

25. plt.ylim(0, 6)

26. plt.grid(True)

27. plt.legend()

28. plt.tight_layout()

29. plt.show()
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• (그림 6)(1/2)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

4. c = 4

5. mu = 2

6. lambda_1 = 1

7. p3 = 0.3

8. p4 = 0.2

9. lambda_2_range = np.linspace(0, 2, 100)

10. def calculate_utilization(lambda_1, lambda_2_range, p3, p4, c, mu):

11. utilization = []

12. for lambda_2 in lambda_2_range:

13. term1 = 1 * lambda_1 * (1 - p4)

14. term2 = 2 * lambda_2 * (1 - (p3 + p4))

15. psi = (term1 + term2) / (c * mu)

16. utilization.append(psi)

17. return utilization

18. utilization_values = calculate_utilization(lambda_1, lambda_2_range, p3, p4, c, mu)

19. plt.figure(figsize=(5.5, 4))

20. plt.plot(lambda_2_range, utilization_values, label='System Utilization Ψ', color='blue')

21. plt.axhline(y=1.0, color='red', linestyle='--', label='Max Utilization (100%)')

22. plt.xlabel('λ₂')
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• (그림 6)(2/2)
23. plt.ylabel('System Utilization(Ψ)')

24. plt.grid(True)

25. plt.legend()

26. plt.tight_layout()

27. plt.show()

63



4

• (그림 7)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from scipy.stats import poisson

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

5. c_values = [5, 6, 7, 8, 9]

6. lambda_vals = np.linspace(0.1, 1.5, 100)

7. drop_threshold = 4

8. plt.figure(figsize=(6, 4))

9. for c in c_values:

10. drop_probs = []

11. for lam in lambda_vals:

12. gamma = lam * c 

13. drop_prob = 1 - poisson.cdf(drop_threshold - 1, mu=gamma)

14. drop_probs.append(drop_prob)

15. plt.plot(lambda_vals, drop_probs, label=f'c = {c}’)

16. plt.xlabel('Arrival Rate (λ)')

17. plt.ylabel('Drop Probability $P(k \\geq 4)$')

18. plt.grid(True)

19. plt.legend()

20. plt.tight_layout()

21. plt.show()
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• (그림 8)(1/2)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from scipy.stats import poisson

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

5. N = 2

6. c_list = [10, 5]

7. lambda_values = np.linspace(0.01, 1.0, 100)

8. def compute_avg_queue_length(lam, c, N):

9. gamma = lam * c

10. L = 0

11. for k in range(0, 100):

12. pk = poisson.pmf(k, mu=gamma)

13. if k > N:

14. L += (k - N) * pk

15. if pk < 1e-10:

16. break

17. return L

18. plt.figure(figsize=(9, 3.5))

19. for c in c_list:

20. L_values = [compute_avg_queue_length(lam, c, N) for lam in lambda_values]

21. label = f'c = {c}s＇
22. plt.plot(lambda_values, L_values, label=label)
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• (그림 8)(2/2)
23. plt.xlabel('Arrival Rate (λ)')

24. plt.ylabel('Average Number of Customers (L)')

25. plt.grid(True)

26. plt.legend()

27. plt.tight_layout()

28. plt.show()
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• (그림 9)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from scipy.stats import poisson

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

5. gamma = 2

6. k_vals = np.arange(0, 15)

7. cdf_vals = poisson.cdf(k_vals, mu=gamma)

8.
plt.figure(figsize=(5.5, 4))

9. plt.plot(k_vals, cdf_vals, marker='o', linestyle='-', label='P(N ≤ k)')

10. plt.axhline(0.99, color='r', linestyle='--', label='y=0.99')

11. plt.axvline(6, color='g', linestyle='--', label='k = 6’)

12. plt.xlabel('k')

13. plt.ylabel('Probability')

14. plt.grid(True)

15. plt.legend()

16. plt.tight_layout()

17. plt.show()
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• (그림 10)
1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from scipy.stats import poisson

4. plt.rcParams.update({'font.size': 11})

5. gamma_values = np.arange(1, 61)

6. k_threshold = 5

7. prob_ge_5 = [1 - poisson.cdf(k_threshold - 1, mu=gamma) for gamma in gamma_values]

8. plt.figure(figsize=(5.5, 4))

9. plt.plot(gamma_values, prob_ge_5, marker='o', color='orange', linestyle='-', label='P(N >= 5)')

10. plt.xlabel('$\gamma$')

11. plt.ylabel('Probability')

12. plt.grid(True)

13. plt.legend()

14. plt.ylim(0, 1.05)

15. plt.tight_layout()

16. plt.show()
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