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• 산술 평균 (1/3)

• 정의
• 관측된 자료값들의 총합을 모든 자료값의 개수로 나눈 값

• 특징
• 이미 얻어진 표본값들을 이용하여 계산된 값

• 자료가 바뀌면 평균값도 함께 변화

• 전체 관측 횟수를 몰라도 값과 상대도수로 계산 가능

확률변수의 평균
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• 산술 평균 (2/3)

• 예제 4.1 (1/2)

확률변수의 평균

한 쌍의 동전을 던져 앞면이 나오는 횟수에 대한 실험을 하고있다.

1) [표 1]은 16번의 실험을 통해 얻은 자료이다. 이에 대하여 

앞면이 나오는 평균 횟수를 구하라.

[표 1] 예제 4.1의 자료

• 앞면에 나오는 평균 횟수

0 4 + 1 7 + 2 5

16

= 0
4

16
+ 1

7

16
+ 2

5

16

= 1.06
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• 산술 평균 (3/3)

• 예제 4.1 (2/2)

확률변수의 평균

한 쌍의 동전을 던져 앞면이 나오는 횟수에 대한 실험을 하고있다.

2) 한 쌍의 동전을 던지는 실험에서 나타나는 표본공간을 정의하고, 1)의 

계산식에서의 상대도수를 앞면이 나오는 개수별 확률로 대입하여 계산하라.

• 앞면: 𝐻, 뒷면: 𝑇 

• 표본공간 𝑆 = [𝐻𝐻, 𝐻𝑇, 𝑇𝐻, 𝑇𝑇]

• 각각의 경우가 나타날 확률:
1

4

• 앞면이 나타날 개수 𝑋 = {0, 1, 2}에 대한 각 𝑃(𝑋)

𝑃 𝑋 = 0 = 𝑃 𝑇𝑇 =
1

4

𝑃 𝑋 = 1 = 𝑃 𝑇𝐻 + 𝑃 𝐻𝑇 =
1

2

𝑃 𝑋 = 2 = 𝑃 𝐻𝐻 =
1

4

• 0
1

4
+ 1

1

2
+ 2

1

4
= 1
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• 수학적 기대값(Mathematical Expecation) (1/5)

• 정의
• 확률변수 𝑋가 취할 수 있는 값들에 대한 확률적 평균

• 특징
• 시행 횟수를 무한히 늘렸을 때 상대도수 평균이 수렴하는 값

• 확률분포가 고정되면 기대값도 함께 고정

• 관측된 표본값이 아닌 확률분포에 의해 정의됨

• 필요성
• 산술평균과 달리 각 결과에 대한 확률분포를 가중치로 반영

• 현실 세계의 불확실한 결과 구조를 보다 잘 반영

• 발생 확률은 낮으나 영향력이 큰 극단적인 결과까지 고려 가능

확률변수의 평균
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• 수학적 기대값 (2/5)

• 표현
• 기대값(Expected Value)

• 확률변수 𝑋의 평균(Mean of the Random Variable 𝑋)

• 𝑋의 확률분포의 평균(Mean of the Probability Distribution of 𝑋)

• 𝐸(𝑋)
• 𝜇𝑋 또는 𝜇

• 어떤 확률 변수의 평균을 의미하는지가 명확할 때 𝑋 생략

• 공식

• 𝑋가 이산형인 경우: 𝜇 = 𝐸 𝑋 = σ𝑥 𝑥𝑓(𝑥)

• 𝑋가 연속형인 경우: 𝜇 = 𝐸 𝑋 = ∞−׬

∞
𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥

확률변수의 평균
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• 수학적 기대값 (3/5)

• 예제 4.2

확률변수의 평균

품질검사원이 7개의 부품으로 구성되어 있는 로트를 검사하려고한다. 만일 이 

로트에 4개에 양호한 부품과 3개의 결함이 있는 부품이 들어 있다고 하면,

검사원이 3개의 부품을 추출하였을 때 나타나는 양호한 부품의 평균 개수를 구하라.

• 𝑋: 추출된 표본에 포함되는 양호한 부품의 수

• 𝑋의 확률분포 𝑓(𝑋)

𝑓 𝑥 =

4
𝑥

3
3 − 𝑥
7
3

, 𝑥 = 0, 1, 2, 3

• 각 개수가 나타날 확률

𝑓 0 =
1

35
, 𝑓 1 =

12

35
, 𝑓 2 =

18

35
, 𝑓 3 =

4

35

• 양호한 부품의 평균 개수

𝜇 = 𝐸 𝑥 = 0
1

35
+ 1

12

35
+ 2

18

35
+ 3

4

35
=

12

7
= 1.7
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• 수학적 기대값 (4/5)

• 예제 4.3

확률변수의 평균

의료기기 외판원이 어느 날 두 고객을 만나게 되었다. 첫 번째 고객과 거래가 성사

될 가능성은 70%이고 이 경우 $1000을 벌게 되며, 두 번째 고객과는 40%의 거래 

성공 가능성에 성공 시 $1500을 벌게 된다. 각 고객과의 거래 결과는 서로 독립적이

라고 할 때 그가 기대할 수 있는 성공 보수는 얼마인가?

• 외판원이 얻을 수 있는 성공보수의 경우: $0, $1000, $1500, $2500

• 각 보수의 확률

𝑓 $0 = 1 − 0.7 1 − 0.4 = 0.18
𝑓 $1000 = 0.7 1 − 0.4 = 0.42
𝑓 $1500 = 1 − 0.7 0.4 = 0.12
𝑓 $2500 = 0.7 0.4 = 0.28

• 외판원의 평균 성공보수

𝐸 𝑋 = $0 0.18 + $1000 0.42 + $1500 0.12 + $2500 0.28 = $1300
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• 수학적 기대값 (5/5)

• 예제 4.4

확률변수의 평균

어떤 전자장치의 수명(단위: 시간)을 확률변수 𝑋라고 하자. 확률 밀도함수가

𝑓 𝑥 = ቐ
20,000

𝑥3 , 𝑥 > 100

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

로 주어졌을 때 이 장치의 기대수명을 구하라.

• 전자장치의 기대 수명

𝜇 = 𝐸 𝑋 = න
100

∞

𝑥
20,000

𝑥3 𝑑𝑥 = න
100

∞ 20,000

𝑥2 𝑑𝑥 = 200
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• 확률변수 𝑔(𝑋)의 수학적 기대값 (1/3)

• 정의
• 확률변수 𝑋가 확률분포 𝑓(𝑥)를 가질 때 확률변수 𝑔(𝑋)의

기대값

• 특징
• 원래의 값 𝑋가 아니라 𝑋로부터 계산되는 결과의 평균적 크기를

구하고자 할 때 사용
• e.g., 비용, 손실, 제곱, 효용 등

• 공식

• 𝑋가 이산형인 경우: 𝜇𝑔(𝑋) = 𝐸 𝑔 𝑋 = σ𝑥 𝑔 𝑥 𝑓(𝑥)

• 𝑋가 연속형인 경우: 𝜇𝑔 𝑋 = 𝐸 𝑔 𝑋 = ∞−׬

∞
𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

확률변수의 평균
*𝑔(𝑋)는 𝑋에 종속된 확률변수
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• 확률변수 𝑔(𝑋)의 수학적 기대값 (2/3)

• 예제 4.5

확률변수의 평균

어느 쾌청한 금요일 오후 4시에서 5시 사이에 세차장에서 서비스를 받는 차의 수를 

𝑋라고 할 때 𝑋의 확률분포가 [표 2]와 같다고 하자.

𝑔(𝑋) = 2𝑋 − 1 을 종업원이 받는 수당(단위: 달러)이라고 할 때, 이 시간대의 

종업원의 기대수익을 구하라.

• 종업원의 기대수익

𝐸 𝑔 𝑋 = 𝐸 2𝑋 − 1 = ෍

𝑥=4

9

2𝑥 − 1 𝑓(𝑥)

= 7
1

12
+ 9

1

12
+ 11

1

4
+ 13

1

4
+ 15

1

6
+ 17

1

6

= $12.67

[표 2] 예제 4.5의 자료
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• 확률변수 𝑔(𝑋)의 수학적 기대값 (3/3)

• 예제 4.6

확률변수의 평균

확률변수 𝑋의 밀도함수가

𝑓 𝑥 = ൞
𝑥2

3
, −1 < 𝑥 < 2

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

일 때 𝑔(𝑋) = 4𝑋 + 3의 기대값을 구하라.

• 𝑔(𝑋)의 기대값

𝐸 𝑔 𝑋 = 𝐸 4𝑋 + 3 = න
−1

2 4𝑥 + 3 𝑥2

3
𝑑𝑥 =

1

3
න

−1

2

4𝑥3 + 3𝑥2 𝑑𝑥 = 8
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• 확률변수 𝑔(𝑋, 𝑌)의 수학적 기대값 (1/3)

• 정의
• 확률변수 𝑋, 𝑌가 결합확률분포 𝑓(𝑥, 𝑦)를 가질 때 확률변수 

𝑔(𝑋, 𝑌)의 기대값

• 특징
• 두 확률변수 𝑋, 𝑌가 결합하여 함께 계산되는 결과의 평균적 크기를

구하고자 할 때 사용
• e.g., 총비용, 총 손실, 거리, 상호작용 효과 등

• 공식
• 𝑋와 𝑌가 이산형인 경우:

𝜇𝑔(𝑋,𝑌) = 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌 = σ𝑥 σ𝑦 𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)

• 𝑋와 𝑌가 연속형인 경우:

𝜇𝑔 𝑋,𝑌 = 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

확률변수의 평균
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• 확률변수 𝑔(𝑋, 𝑌)의 수학적 기대값 (2/3)

• 예제 4.7

확률변수의 평균

𝑋와 𝑌를 [표 3]과 같은 결합확률분포를 가지는 확률변수라 할 때, 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑋𝑌의 

기대값을 구하라.  

• 𝑔(𝑋, 𝑌)의 기대값

𝐸 𝑋𝑌 = ෍

𝑥=0

2

෍

𝑦=0

2

𝑥𝑦𝑓 𝑥, 𝑦

= 0 0 𝑓 0,0 + 0 1 𝑓 0,1 + 1 0 𝑓 1,0 + 1 1 𝑓 1,1 + 2 0 𝑓 2,0

= 𝑓 1,1 =
3

14
[표 3] 𝑋와 𝑌의 결합확률분포표
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• 확률변수 𝑔(𝑋, 𝑌)의 수학적 기대값 (3/3)

• 예제 4.8

확률변수의 평균

다음과 같은 결합밀도함수에 대하여 𝐸
𝑌

𝑋
를 구하라.

𝑓 𝑥, 𝑦 = ቐ
𝑥(1 + 3𝑦2)

4
, 0 < 𝑥 < 2, 0 < 𝑦 < 1

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 𝑔 𝑋, 𝑌 =
𝑌

𝑋

• 𝐸
𝑌

𝑋

𝐸
𝑌

𝑋
= න

0

1

න
0

2 𝑦(1 + 3𝑦2)

4
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න

0

1 𝑦 + 3𝑦3

2
𝑑𝑦 =

5

8
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• 확률변수의 평균

• 분산과 공분산

• 선형결합된 확률변수의 평균과 분산

• 체비셰프 정리

목 차
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• 분포의 산포(Variability)

• 정의
• 확률변수가 중심위치로부터 얼마나 흩어져 있는 지를 

나타내는 정도

• 필요성
• 수학적 기대값만으로는 확률변수의 분포 형태와 변동 

정도를 충분히 설명할 수 없음
• e.g., 평균은 𝜇 = 2로 같지만, 산포가 다른 두 분포

분산과 공분산

<그림 1> 평균은 같고 산포는 다른 분포 그래프
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• 확률변수 𝑋의 분산(Variance of the Random 
Variable 𝑋) (1/6)

• 정의
• 확률변수 𝑋가 그 평균(𝜇𝑋)으로부터 얼마나 벗어나 있는지를

나타내는 정도의 평균

• 특징
• 𝑥값들이 𝜇에 가까이 놓여있는 경우가 𝜇로 부터 떨어져 있는 

경우보다 작은 값을 가짐

• 표현
• 𝑋의 확률분포의 분산(Variance of the Probability Distribution 

of 𝑋)

• 𝜎𝑋
2 또는 σ2

• 어떤 확률 변수의 평균을 의미하는지가 명확할 때 𝑋 생략

분산과 공분산
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• 확률변수 𝑋의 분산 (2/6)

• 공식 (1/2)
• 𝑋가 이산형일 때: 

𝜎2 = 𝐸[ 𝑋 − 𝜇 2] = ෍

𝑥

𝑥 − 𝜇 2𝑓(𝑥)

• 𝑋가 연속형일 때: 

𝜎2 = 𝐸[ 𝑋 − 𝜇 2] = න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥

분산과 공분산

* 𝑥−𝜇: 관측값의 평균으로부터의 편차(Deviation)

* 𝜎: 𝑋의 표준편차(Standard Deviation), 분산의 양의 제곱근
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• 확률변수 𝑋의 분산 (3/6)

• 공식 (2/2)

• 𝜎2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2

• 증명 

분산과 공분산

* 𝑥−𝜇: 관측값의 평균으로부터의 편차(Deviation)

* 𝜎: 𝑋의 표준편차(Standard Deviation), 분산의 양의 제곱근

𝑋가 이산형인 경우

𝜎2 = ෍

𝑥

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 = ෍

𝑥

𝑥2 − 2𝜇𝑥 + 𝜇2 𝑓 𝑥 = ෍

𝑥

𝑥2𝑓(𝑥) − 2𝜇 ෍

𝑥

𝑥𝑓 𝑥 + 𝜇2 ෍

𝑥

𝑓 𝑥

정의에 의해 𝜇 = σ𝑥 𝑥𝑓 𝑥 이고, σ𝑥 𝑓(𝑥) = 1

∴ 𝜎2 = ෍

𝑥

𝑥2𝑓(𝑥) − 𝜇2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2

𝑋가 연속형인 경우

𝜎2 = න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න
−∞

∞

𝑥2 − 2𝜇𝑥 + 𝜇2 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 න
−∞

∞

𝑥2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 − 2𝜇 න
−∞

∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝜇2 න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

정의에 의해 𝜇 = ∞−׬

∞
𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥이고, ∞−׬

∞
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1

∴ 𝜎2 = න
−∞

∞

𝑥2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 − 𝜇2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2
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• 확률변수 𝑋의 분산 (4/6)

• 예제 4.9

분산과 공분산

A와 B 두 회사에서 어느 날 사업목적으로 사용된 자동차 수를 확률변수 𝑋라고 하자.

A 회사에 대한 확률분포와 B 회사에 대한 확률분포가 각각 [표 4], [표 5]와 같을 때,

B 회사에 대한 확률분포의 분산이 A 회사의 분산보다 큼을 보여라.

• A 회사

𝜇𝐴 = 𝐸 𝑋 = 1 0.3 + 2 0.4 + 3 0.3 = 2.0

𝜎𝐴
2 = ෍

𝑥=1

3

𝑥 − 2 2𝑓(𝑥) = 1 − 2 2 0.3 + 2 − 2 2 0.4 + 3 − 2 2 0.3 = 0.6

• B 회사

𝜇𝐵 = 𝐸 𝑋 = 0 0.2 + 1 0.1 + 2 0.3 + 3 0.3 + (4)(0.1) = 2.0

𝜎𝐵
2 = ෍

𝑥=0

4

𝑥 − 2 2 𝑓(𝑥)

= 0 − 2 2 0.2 + 1 − 2 2 0.1 + 2 − 2 2 0.3 + 3 − 2 2 0.3 + 4 − 2 2 0.1
= 1.6

[표 5] 예제 4.9의 B 회사의 확률분포[표 4] 예제 4.9의 A 회사의 확률분포
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• 확률변수 𝑋의 분산 (5/6)

• 예제 4.10

분산과 공분산

생산라인으로부터 3개의 부품을 추출하여 검사하였을 때 결함이 있는 부품의 수를

확률변수 𝑋라고 하자. 𝑋의 확률분포가 [표 6]과 같을 때 확률변수 𝑋의 분산 공식 

‘𝜎2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2’을 이용하여 σ2을 계산하라.

• 𝑋의 평균

𝜇 = 0 0.51 + 1 0.38 + 2 0.10 + 3 0.01 = 0.61

• 𝐸(𝑋2)
𝐸 𝑋2 = 0 0.51 + 1 0.38 + 4 0.10 + 9 0.01 = 0.87

• 𝑋의 분산

𝜎2 = 0.87 − 0.61 2 = 0.4979

[표 6] 예제 4.10의 자료
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• 확률변수 𝑋의 분산 (6/6)

• 예제 4.11

분산과 공분산

어느 연쇄점의 주당 콜라의 수요(단위: 1000리터)가 다음과 같은 확률 분포를 

가지는 확률변수 𝑋라고 할 때, 𝑋의 평균과 분산을 구하라.

𝑓 𝑥 = ቊ
2 𝑥 − 1 , 1 < 𝑥 < 2
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 𝑋의 평균

𝜇 = 𝐸 𝑋 = 2 න
1

2

𝑥 𝑥 − 1 𝑑𝑥 =
5

3

• 𝐸(𝑋2)

𝐸 𝑋2 = 2 න
1

2

𝑥2 𝑥 − 1 𝑑𝑥 =
17

6

• 𝑋의 분산

𝜎2 =
17

6
−

5

3

2

=
1

18
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• 확률변수 𝑔(𝑋)의 분산 (1/3)

• 정의
• 확률변수 𝑋가 확률분포 𝑓(𝑥)를 가질 때 𝑔(𝑋)가 

그 기대값(𝜇𝑔(𝑋))으로부터 벗어난 정도의 제곱의 평균

• 공식
• 𝑋가 이산형인 경우:

𝜎𝑔(𝑋)
2 = 𝐸 𝑔 𝑋 − 𝜇𝑔 𝑥

2
= ෍

𝑥

𝑔 𝑥 − 𝜇𝑔 𝑋
2

𝑓(𝑥)

• 𝑋가 연속형인 경우:

𝜎𝑔(𝑋)
2 = 𝐸 𝑔 𝑋 − 𝜇𝑔 𝑥

2
= න

−∞

∞

𝑔 𝑥 − 𝜇𝑔 𝑋
2

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

분산과 공분산
*𝑔(𝑋)는 𝑋에 종속된 확률변수
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• 확률변수 𝑔(𝑋)의 분산 (2/3)

• 예제 4.12

분산과 공분산

확률변수 𝑋의 확률분포가 [표 7]과 같을 때 𝑔(𝑋) = 2𝑋 + 3의 분산을 계산하라.

• 𝑔(𝑋)의 평균

𝜇2𝑋+3 = 𝐸 2𝑋 + 3 = ෍

𝑥=0

3

2𝑥 + 3 𝑓(𝑥) = 6

• 𝑔(𝑋)의 분산

𝜎2𝑋+3
2 = 𝐸 2𝑋 + 3 − 𝜇2𝑥+3

2 = 𝐸{ 2𝑋 + 3 − 6 2

= 𝐸 4𝑋2 − 12𝑋 + 9 = ෍

𝑥=0

3

4𝑥2 − 12𝑥 + 9 𝑓(𝑥) = 4

[표 7] 예제 4.12의 자료
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• 확률변수 𝑔(𝑋)의 분산 (3/3)

• 예제 4.13

분산과 공분산

𝑋를 예제 4.6의 확률밀도함수를 가지는 확률변수라고 할 때, 확률변수 

𝑔(𝑋) = 4𝑋 + 9의 분산을 구하라.

• 예제 4.6에서 𝜇4𝑋+3 = 8 임을 확인

• 𝑔(𝑋)의 분산

𝜎4𝑋+3
2 = 𝐸 4𝑋 + 3 − 8 2 = 𝐸 4𝑋 − 5 2

= න
−1

2

4𝑥 − 5 2
𝑥2

3
𝑑𝑥 =

1

3
න

−1

2

(16𝑥4 − 40𝑥3 + 25𝑥2) 𝑑𝑥 =
51

5

*예제 4.6의 확률밀도함수 𝑓(𝑥)

𝑓 𝑥 = ൞
𝑥2

3
, −1 < 𝑥 < 2

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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• 공분산(Covariance) (1/6)

• 정의
• 평균을 기준으로 두 확률변수의 선형적 변동관계를 

나타내는 척도

• 특징
• 두 확률변수 사이의 선형적 관계만을 측정

• 두 확률변수가 함께 증가하거나 감소하는 경향을 측정
• 양의 값: 같은 방향으로 변동 - <그림 2> (a)

• 음의 값: 반대 방향으로 변동 - <그림 2> (b)

• 0: 선형적 관계가 없음 - <그림 2> (c)
• 비선형적 관계나 독립성 여부를 판단할 수 없음

분산과 공분산

<그림 2> 공분산의 부호에 따른 두 확률변수의 선형적 관계
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• 공분산 (2/6)

• 공식 (1/3)
• 𝑋와 𝑌가 이산형인 경우:

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌 = ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑥 − 𝜇𝑋 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦)

• 𝑋와 𝑌가 연속형인 경우:

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇𝑋 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

분산과 공분산
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• 공분산 (3/6)

• 공식 (2/3)
• 𝜇𝑋와 𝜇𝑌를 평균으로 하는 두 확률변수 𝑋와 𝑌의 공분산인 경우: 

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌
• 증명 (1/2)

분산과 공분산

이산형인 경우

𝜎𝑋𝑌 = ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑥 − 𝜇𝑋 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦)

= ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑥𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝜇𝑋 ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝜇𝑌 ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 ෍

𝑥

෍

𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦

정의에 의해서  𝜇𝑋 = σ𝑥 𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝜇𝑌 = σ𝑦 𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) 이고, σ𝑥 σ𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 = 1

∴ 𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌 − 𝜇𝑌𝜇𝑋 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌
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• 공분산 (4/6)

• 공식 (3/3)
• 𝜇𝑋와 𝜇𝑌를 평균으로 하는 두 확률변수 𝑋와 𝑌의 공분산인 경우: 

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌
• 증명 (2/2)

분산과 공분산

연속형인 경우

𝜎𝑋𝑌 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇𝑋 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ඵ 𝑥𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝜇𝑋 ඵ 𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝜇𝑌 ඵ 𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 ඵ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

정의에 의해서 𝜇𝑋 = ׭ 𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 , 𝜇𝑌 = ׭ 𝑦𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦이고, ׭ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1

∴ 𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌 − 𝜇𝑌𝜇𝑋 + 𝜇𝑋𝜇𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌
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• 공분산 (5/6)

• 예제 4.14

분산과 공분산

어떤 상자에서 임의로 2개의 볼펜을 꺼낼 때, 청색볼펜의 수 

𝑋와 적색볼펜의 수 𝑌의 결합확률분포가 예제 4.7의 [표 3]과 

같다. 𝑋와 𝑌의 공분산을 구하라.

• 예제 4.7에서 𝐸(𝑋𝑌) =
3

14
임을 확인

• 𝑋와 𝑌에 대한 평균

𝜇𝑋 = ෍

𝑥=0

2

𝑥𝑔 𝑥 = 0
5

14
+ 1

15

28
+ 2

3

28
=

3

4

𝜇𝑌 = ෍

𝑦=0

2

𝑦ℎ 𝑦 = 0
15

28
+ 1

3

7
+ 2

1

28
=

1

2

• 𝑋와 𝑌의 공분산

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌 =
3

14
−

3

4

1

2
= −

9

56

[표 3] 𝑋와 𝑌의 결합확률분포표
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• 공분산 (6/6)

• 예제 4.15

분산과 공분산

• 주변밀도함수 𝑔(𝑥)

𝑔 𝑥 = ቊ
4𝑥3, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

, ℎ 𝑦 = ቊ
4𝑦 1 − 𝑦2 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 1
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 𝑋와 𝑌의 평균

𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 = න
0

1

4𝑥4 𝑑𝑥 =
4

5
, 𝜇𝑦 = න

0

1

4𝑦2(1 − 𝑦2) 𝑑𝑦 =
8

15
• 𝑋와 𝑌의 공분산

𝐸 𝑋𝑌 = න
0

1

න
𝑦

1

8𝑥2𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
4

9

𝜎𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝜇𝑋𝜇𝑌 =
4

9
−

4

5

8

15
=

4

225

마라톤코스를 완주한 남자의 비율 𝑋, 여자의 비율 𝑌의 결합확률분포가 다음과 같다.

𝑋와 𝑌의 공분산을 구하라.

𝑓 𝑥, 𝑦 = ቊ
8𝑥𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 1
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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• 상관계수(Correlation Coefficient) (1/3)

• 정의
• 평균을 기준으로 두 확률변수 사이의 선형적  변동 관계의 

강도와 방향을 나타내는 척도

• 특징
• 공분산을 표준편차로 정규화한 값

• 공분산과 동일한 방향의 해석과 함께 크기 비교가 가능함

• 공분산이 0이면 상관계수값도 0 (단, 표준편차 ≠ 0)

• 확률변수의 단위에 무관

• 값의 범위가 항상 −1 ≤ 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1

• 공식

• 𝜌𝑋𝑌 =
𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝜎𝑌

분산과 공분산
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• 상관계수 (2/3)

• 예제 4.16

분산과 공분산

• 𝑋와 𝑌의 분산

𝐸 𝑋2 = 02
5

14
+ 12

15

28
+ 22

3

28
=

27

28

𝐸 𝑌2 = 02
15

28
+ 12

3

7
+ 22

1

28
=

4

7

𝜎𝑋
2 =

27

28
−

3

4

2

=
45

112
, 𝜎𝑌

2 =
4

7
−

1

2

2

=
9

28

• 예제 4.14에서 𝜎𝑋𝑌 = −
9

56
임을 확인

• 𝑋와 𝑌의 상관계수

𝜌𝑋𝑌 =
𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝜎𝑌
=

−
9

56

45
112

9
28

= −
1

5

예제 4.14([표 3])에서 𝑋와 𝑌의 상관계수를 구하라.

[표 3] 𝑋와 𝑌의 결합확률분포표
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• 상관계수 (3/3)

• 예제 4.17

분산과 공분산

• 𝑋와 𝑌의 분산

𝐸 𝑋2 = න
0

1

4𝑥5 𝑑𝑥 =
2

3
, 𝐸 𝑌2 = න

0

1

4𝑦3 1 − 𝑦2 𝑑𝑥 = 1 −
2

3
=

1

3

𝜎𝑋
2 =

2

3
−

4

5

2

=
2

75
, 𝜎𝑌

2 =
1

3
−

8

15

2

=
11

225

• 예제 4.15에서 𝜎𝑋𝑌 =
4

225
임을 확인

• 𝑋와 𝑌의 상관계수

𝜌𝑋𝑌 =
𝜎𝑋𝑌

𝜎𝑋𝜎𝑌
=

4
225

2
75

11
225

=
4

66

예제 4.15에서 𝑋와 𝑌의 상관계수를 구하라.

*예제 4.15의 확률밀도함수 𝑓(𝑥)

𝑓 𝑥, 𝑦 = ቊ
8𝑥𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 1
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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• 확률변수의 평균

• 분산과 공분산

• 선형결합된 확률변수의 평균과 분산

• 체비셰프 정리

목 차
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• 선형결합

• 정의
• 여러 변수에 상수를 곱한 후 그 합으로 나타낸 형태

• 표현
• 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛은 상수)

• 선형결합된 확률변수

• 정의
• 여러 확률변수에 상수를 곱한 후 더하여 정의된 새로운 

확률변수

• 표현
• 확률변수 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛과 상수 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛에 대해

𝑌 = 𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛

선형결합된 확률변수의 평균과 분산
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (1/9)

• 𝑎와  𝑏가 상수이면 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) = 𝑏

• 증명

• 따름정리 4.1

• 따름정리 4.2

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

기대값의 정의에 따라

𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏 = න
−∞

∞

𝑎𝑥 + 𝑏 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎 න
−∞

∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝑏 න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

∞−׬

∞
𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐸(𝑋)이고, ∞−׬

∞
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1 이므로 𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏 = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏

𝑎 = 0으로 놓으면  𝐸(𝑏) = 𝑏가 된다.

𝑏 = 0으로 놓으면 𝐸(𝑎𝑋) = 𝑎𝐸(𝑋)가 된다.
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (2/9)

• 예제 4.18

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

‘𝑎와  𝑏가 상수이면 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) = 𝑏’임을 이산형 확률변수 

𝑔(𝑋) = 2𝑋 − 1에 적용하여 예제 4.5를 다시 풀어 보라.
 예제 4.5

   어느 쾌청한 금요일 오후 4시에서 5시 사이에 세차장에서 서비스를 받는 차의 수를 

𝑋라고 할 때 𝑋의 확률분포가 [표 2]와 같다고 하자. 𝑔(𝑋) = 2𝑋 − 1 이 종업원이 받는 

수당(단위: 달러)일 때, 이 시간대의 종업원의 기대수익을 구하라.

[표 2] 예제 4.5의 자료

• 𝐸[𝑔(𝑋)]
𝐸 2𝑋 − 1 = 2𝐸 𝑋 − 1

• 𝐸(𝑋)

𝜇 = 𝐸 𝑋 = ෍

𝑥=4

9

𝑥𝑓(𝑥) = 4
1

12
+ 5

1

12
+ 6

1

4
+ 7

1

4
+ 8

1

6
+ 9

1

6
=

41

6

• 종업원의 기대수익

𝜇2𝑋−1 = 2
41

6
− 1 = $12.6
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (3/9)

• 예제 4.19

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

‘𝑎와  𝑏가 상수이면 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) = 𝑏’임을 연속형 확률변수 

𝑔(𝑋) = 4𝑋 + 3에 적용하여 예제 4.6를 다시 풀어 보라.
 예제 4.6

   확률변수 𝑋의 밀도함수가 아래와 같을 때 𝑔(𝑋) = 4𝑋 + 3의 기대값을 구하라.

𝑓 𝑥 = ൞
𝑥2

3
, −1 < 𝑥 < 2

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 𝐸[𝑔 𝑥 ]
𝐸 4𝑋 + 3 = 4𝐸 𝑋 + 3

• 𝐸(𝑋)

𝜇 = 𝐸 𝑋 = න
−1

2

𝑥
𝑥2

3
𝑑𝑥 = න

−1

2 𝑥3

3
𝑑𝑥 =

5

4

• 최종 기대값

𝜇4𝑋+3 = 𝐸 4𝑋 + 3 = 4
5

4
+ 3 = 8
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (4/9)

• 두 개이상의 확률변수 𝑋의 함수의 합이나 차의 기대값은   
각 함수의 기대값의 합이나 차와 동일
: 𝐸 𝑔 𝑋 ± ℎ 𝑋 = 𝐸 𝑔 𝑋 ± 𝐸[ℎ 𝑋 ]

• 증명

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

정의에 의하여

𝐸 𝑔 𝑋 ± ℎ 𝑋 = න
−∞

∞

𝑔 𝑥 ± ℎ 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

= න
−∞

∞

𝑔 𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ± න
−∞

∞

ℎ 𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

= 𝐸 𝑔 𝑋 ± 𝐸[ℎ 𝑋 ]
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (5/9)

• 예제 4.20

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

𝑋가 [표 8]과 같은 확률분포를 가지는 확률변수일 때, 𝑌 = 𝑋 − 1 2의 기대값을 구하라.

• 𝐸(𝑌)
𝐸 𝑋 − 1 2 = 𝐸 𝑋2 − 2𝑋 + 1 = 𝐸 𝑋2 − 2𝐸 𝑋 + 𝐸(1)

• 따름정리 4.1에 의해 𝐸(1) = 1
• 𝐸(𝑋)와 𝐸(𝑋2)

𝐸 𝑋 = 0
1

3
+ 1

1

2
+ 2 0 + 3

1

6
= 1

𝐸 𝑋2 = 0
1

3
+ 1

1

2
+ 4 0 + 9

1

6
= 2

• 최종 기대값

𝐸 𝑋 − 1 2 = 2 − 2 1 + 1 = 1 [표 8] 예제 4.20의 자료
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (6/9)

• 예제 4.21

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

어느 연쇄점에서 판매하는 어떤 음료의 주당 수요(단위: 1000리터)가 연속형 확률 

변수 𝑔(𝑋) = 𝑋2 + 𝑋 − 2로 나타나며, 𝑋는 다음과 같은 확률분포를 가진다고 할 때,

음료수의 주당 수요의 기대값을 구하라.

𝑓 𝑥 = ቊ
2 𝑥 − 1 , 1 < 𝑥 < 2
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

• 𝐸[𝑔 𝑋 ]
𝐸 𝑋2 + 𝑋 − 2 = 𝐸 𝑋2 + 𝐸 𝑋 − 𝐸(2)

• 따름정리 4.1에 의해 𝐸 2 = 2
• 𝐸(𝑋)와 𝐸(𝑋2)

𝐸 𝑋 = න
1

2

2𝑥(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = 2 න
1

2

(𝑥2 − 𝑥) 𝑑𝑥 =
5

3

𝐸 𝑋2 = න
1

2

2𝑥2(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 = 2 න
1

2

𝑥3 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
17

6
• 주당 평균 수요

𝐸 𝑋2 + 𝑋 − 2 =
17

6
+

5

3
− 2 =

5

2
, 1000 ×

5

2
= 2500
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (7/9)

• 두 확률변수 𝑋와 𝑌의 함수들의 합이나 차의 기대값은
각 함수의 기대값의 합이나 차와 동일
: 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌 ± ℎ 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌 ± 𝐸[ℎ 𝑋, 𝑌 ]
• 증명

• 따름정리 4.3

• 따름정리 4.4

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

확률변수 𝑔(𝑥, 𝑦)의 수학적 기대값에 대한 정의에 의해서

𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌 ± ℎ 𝑋, 𝑌 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑔 𝑥, 𝑦 ± ℎ 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 ± න
−∞

∞

න
−∞

∞

ℎ 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= 𝐸 𝑔 𝑋, 𝑌 ± 𝐸[ℎ 𝑋, 𝑌 ]

𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋)이고, ℎ(𝑋, 𝑌) = ℎ(𝑌)라 하면 𝐸 𝑔 𝑋 ± ℎ 𝑌 = 𝐸 𝑔 𝑋 ± 𝐸[ℎ 𝑌 ]

𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑋이고, ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝑌라 하면 𝐸 𝑋 ± 𝑌 = 𝐸 𝑋 ± 𝐸[𝑌]
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (8/9)

• 두 확률 변수 𝑋와 𝑌가 서로 독립이면, 𝐸 𝑋𝑌 = 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌

• 증명

• 따름정리 4.5

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

확률변수 𝑔(𝑥, 𝑦)의 수학적 기대값에 대한 정의에 의해서

𝐸 𝑋𝑌 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑋와 𝑌의 주변분포를 각각 𝑔(𝑥)와 ℎ(𝑥)라고 하면, 𝑋와 𝑌는 독립이므로

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)
따라서,

𝐸 𝑋𝑌 = න
−∞

∞

න
−∞

∞

𝑥𝑦𝑔 𝑥 ℎ(𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න
−∞

∞

𝑥𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 න
−∞

∞

𝑦ℎ 𝑦 𝑑𝑦 = 𝐸 𝑋 𝐸(𝑌)

확률변수 𝑋와 𝑌가 서로 독립이면 𝜎𝑋𝑌 = 0
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• 확률변수의 평균을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (9/9)

• 예제 4.22

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

𝑋와 𝑌를 서로 독립이고 다음과 같은 결합확률분포를 가지는 확률변수라 할 때,

𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)가 성립함을 증명하라.

𝑓 𝑥, 𝑦 = ൞
𝑥(1 + 3𝑦2)

4
, 0 < 𝑥 < 2, 0 < 𝑦 < 1

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

𝐸 𝑋𝑌 = න
0

1

න
0

2

𝑥𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න
0

1

න
0

2 𝑥2𝑦(1 + 3𝑦2)

4
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න

0

1 𝑥3𝑦 1+3𝑦2

12 𝑥=0

2

න
0

1 2𝑦(1 + 3𝑦2)

12
𝑑𝑦 =

5

6

𝐸 𝑋 = න
0

1

න
0

2

𝑥𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න
0

1

න
0

2 𝑥2(1 + 3𝑦2)

4
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න

0

1 𝑥3(1 + 3𝑦2)

12
𝑥=0

2

𝑑𝑦 = න
0

1 𝑦(1 + 3𝑦2)

2
𝑑𝑦 =

4

3

𝐸 𝑌 = න
0

1

න
0

2

𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න
0

1

න
0

2 𝑥𝑦(1 + 3𝑦2)

4
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = න

0

1 𝑥2𝑦(1 + 3𝑦2)

8
𝑥=0

2

𝑑𝑦 = න
0

1 𝑦(1 + 3𝑦2)

2
𝑑𝑦 =

5

8

• 따라서,

𝐸 𝑋 𝐸 𝑌 =
4

3

5

8
=

5

6
= 𝐸(𝑋𝑌)
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• 확률변수의 분산을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (1/4)

• 𝑋와 𝑌가 결합확률분포 𝑓(𝑥, 𝑦)를 가지는 확률변수이고, 
𝑎, 𝑏, 𝑐가 상수일 때, 𝜎𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐

2 = 𝑎2𝜎𝑋
2 + 𝑏2𝜎𝑌

2 + 2𝑎𝑏𝜎𝑋𝑌
(1/3)

• 증명

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

정의에 의하여

𝜎𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐
2 = 𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐 − 𝜇𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐

2

따름정리 4.2와 따름정리 4.4에 의하여

𝜇𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐 = 𝐸 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐 = 𝑎𝐸 𝑋 + 𝑏𝐸 𝑌 + 𝑐 = 𝑎𝜇𝑋 + 𝑏𝜇𝑌 + 𝑐

가 되므로

𝜎𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐
2 = 𝐸 𝑎 𝑋 − 𝜇𝑋 + 𝑏 𝑌 − 𝜇𝑌

2

= 𝑎2𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋
2 + 𝑏2𝐸 𝑌 − 𝜇𝑌

2 + 2𝑎𝑏𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌

= 𝑎2𝜎𝑋
2 + 𝑏2𝜎𝑌

2 + 2𝑎𝑏𝜎𝑋𝑌

가 된다.
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• 확률변수의 분산을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (2/4)

• 𝑋와 𝑌가 결합확률분포 𝑓(𝑥, 𝑦)를 가지는 확률변수이고, 
𝑎, 𝑏, 𝑐가 상수일 때, 𝜎𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐

2 = 𝑎2𝜎𝑋
2 + 𝑏2𝜎𝑌

2 + 2𝑎𝑏𝜎𝑋𝑌
(2/3)

• 따름정리 4.6

• 따름정리 4.7

• 따름정리 4.8

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

𝑏 = 0, 𝑐 = 0으로 놓으면 𝜎𝑎𝑋
2 = 𝑎2𝜎𝑋

2 = 𝑎2𝜎2

𝑏 = 0으로 놓으면 𝜎𝑎𝑋+𝑐
2 = 𝑎2𝜎𝑋

2 = 𝑎2𝜎2

𝑎 = 1, 𝑏 = 0으로 놓으면 𝜎𝑎𝑋+𝑐
2 = 𝜎𝑋

2 = 𝜎2
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• 확률변수의 분산을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (3/4)

• 𝑋와 𝑌가 결합확률분포 𝑓(𝑥, 𝑦)를 가지는 확률변수이고, 
𝑎, 𝑏, 𝑐가 상수일 때, 𝜎𝑎𝑋+𝑏𝑌+𝑐

2 = 𝑎2𝜎𝑋
2 + 𝑏2𝜎𝑌

2 + 2𝑎𝑏𝜎𝑋𝑌
(3/3)

• 따름정리 4.9

• 따름정리 4.10

• 따름정리 4.11

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

𝑋와 𝑌를 독립인 확률변수라고 하면,𝜎𝑎𝑋+𝑏𝑌
2 = 𝑎2𝜎𝑋

2 + 𝑏2𝜎𝑌
2

𝑋와 𝑌를 독립인 확률변수라고 하면, 𝜎𝑎𝑋−𝑏𝑌
2 = 𝑎2𝜎𝑋

2 + 𝑏2𝜎𝑌
2

𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛을 독립인 확률변수라고 하면,

𝜎𝑎1𝑋1+𝑎2𝑋2+⋯+𝑎𝑛𝑋𝑛

2 = 𝑎1
2𝜎𝑋1

2 + 𝑎2
2𝜎𝑋2

2 + ⋯ + 𝑎𝑛
2𝜎𝑋𝑛

2
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• 확률변수의 분산을 쉽게 계산할 수 있는 성질 (4/4)

• 예제 4.23

• 예제 4.24

선형결합된 확률변수의 평균과 분산

확률변수 𝑋와 𝑌의 분산이 각각 𝜎𝑋
2 = 2, 𝜎𝑌

2 = 4이고, 공분산이 𝜎𝑋𝑌 = −2일 때,

확률변수 𝑍 = 3𝑋 − 4𝑌 + 8의 분산을 구하라.

𝜎𝑍
2 = 𝜎3𝑋−4𝑌+8

2 = 𝜎3𝑋−4𝑌
2

= 9𝜎𝑋
2 + 16𝜎𝑌

2 − 24𝜎𝑋𝑌

= 9 2 + 16 4 − 24 −2 = 130

어떤 화학제품의 무더기 속에 섞여 있는 두 종류의 불순물을 𝑋, 𝑌라고 할 때,
𝑋와 𝑌는 서로 독립이고, 분산이 각각 𝜎𝑋

2 = 2, 𝜎𝑌
2 = 3이라고 한다.

확률변수 𝑍 = 3𝑋 − 2𝑌 + 5의 분산을 구하라.

𝜎𝑍
2 = 𝜎3𝑋−2𝑌+5

2 = 𝜎3𝑋−2𝑌
2

= 9𝜎𝑋
2 + 4𝜎𝑌

2

= 9 2 + 4 3 = 30
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• 확률변수의 평균

• 분산과 공분산

• 선형결합된 확률변수의 평균과 분산

• 체비셰프 정리

목 차
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• 표준편차 (1/3)

• 정의
• 평균을 기준으로 확률변수의 값들이 얼마나 변동하는 지를 

나타내는 척도

• 값의 크기에 따른 해석
• 표준편차가 작은 경우

• 대부분의 관측값이 평균(𝜇) 근처에 몰림

• 평균을 중심으로 한 작은 구간 내에서 값을 취할 가능성이 큼

• 표준편차가 큼
• 관측값이 평균을 중심으로 넓게 퍼져있음

• 평균에서 멀리 떨어진 값을 취할 가능성이 상대적으로 큼

체비셰프 정리



Minhee Song, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 55

• 표준편차 (2/3)

• 그래프를 통한 해석 (1/2)
• 연속형 분포

• 확률의 해석
• 확률밀도함수 아래의 면적을 통해 해석

• 표준편차가 큰 경우 - <그림 3>의 (a)
• 분포 곡선이 넓고 완만함

• 면적이 넓은 구간에 분포

• 표준편차가 작은 경우 - <그림 3>의 (b)
• 분포 곡선이 좁고 뾰족함

• 면적이 평균 근처에 집중됨

체비셰프 정리

<그림 3> 연속형 관측값들의 산포
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• 표준편차 (3/3)

• 그래프를 통한 해석 (2/3)
• 이산형 분포

• 확률의 해석
• 히스토그램 막대 분포를 통해 해석

• 표준편차가 큰 경우 - <그림 4>의 (a)
• 막대가 넓게 흩어져있음

• 표준편차가 작은 경우 - <그림 4>의 (b)
• 막대가 평균 근처에 집중됨

체비셰프 정리

<그림 4> 이산형 관측값들의 산포
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• 체비셰프 정리(Chebyshev’s Inequality) (1/4)

• 개요
• 러시아의 수학자 체비셰프가 평균을 중심으로 대칭인 구간 

내 확률이 표준편차와 관련되어 있음을 발견
• 확률분포곡선 아래 면적이나 히스토그램  면적의 합은 1

• 특정 두 값 사이의 면적은 확률 변수가 해당 구간의 값을 취할 확률

• 정의
• 확률변수 𝑋가 평균으로부터 표준편차의 k배 범위 내의 값을 

취할 확률은 적어도 1 −
1

𝑘2

• 공식

• 𝑃 𝜇 − 𝑘𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 𝑘𝜎 ≥ 1 −
1

𝑘2

체비셰프 정리
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• 체비셰프 정리 (2/4)

• 증명

체비셰프 정리

확률변수 𝑋의 분산에 대한 정의에 의하여

𝜎2 = 𝐸 𝑋 = 𝜇 2 = න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

= න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇−𝑘𝜎

𝜇+𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥

≥ න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑥 ≥ 𝜇 + 𝑘𝜎이거나 𝑥 ≤ 𝜇 − 𝑘𝜎이면 |𝑥 − 𝜇| 이므로 𝑥 − 𝜇 2 ≥ 𝑘2𝜎2

따라서,

𝜎2 ≥ න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑘2𝜎2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

∞

𝑘2𝜎2𝑓 𝑥 𝑑𝑥, න
−∞

𝜇−𝑘𝜎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + න
𝜇+𝑘𝜎

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≤
1

𝑘2

따라서,

𝑃 𝜇 − 𝑘𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 𝑘𝜎 = න
𝜇−𝑘𝜎

𝜇+𝑘𝜎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ≥ 1 −
1

𝑘2
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• 체비셰프 정리 (3/4)

• 장점
• 분포 형태를 알 지 못해도 사용 가능

• 평균과 분산만으로 확률 하한 제시 가능

• 연속형·이산형 확률변수 모두 적용 가능

• 단점
• 확률 하한이 실제 확률보다 지나치게 작음

• 대칭성 등 분포의 구체적 형태 반영 불가

체비셰프 정리
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• 체비셰프 정리 (4/4)

• 예제 4.25

체비셰프 정리

확률변수 𝑋의 평균은 𝜇 = 8이고 분산은 𝜎2 = 9이며, 확률분포는 알려져 있지 않다고 할 때

다음을 구하라.

a) 𝑃 −4 < 𝑋 < 20
b) 𝑃(|𝑋 − 8| >= 6)

• (a) 𝑃 −4 < 𝑋 < 20

= 𝑃 8 − 4 3 < 𝑋 < 8 + 4 3 ≥
15

16

• (b) 𝑃 𝑋 − 8 ≥ 6
= 1 − 𝑃 𝑋 − 8 < 6
= 1 − 𝑃 −6 < 𝑋 − 8 < 6

= 1 − 𝑃 8 − 2 3 < 𝑋 < 8 + 2 3 ≤
1

4
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Thanks!
송 민 희(minhee@pel.sejong.ac.kr)
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