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•연속형 균일분포 (1/3)

• 정의
• 특정 구간 내 모든 실수에 대해 균일한 확률을 가지는 분포 

• 구간 𝐴,𝐵 에서 정의되는 연속형 균일확률변수 𝑋의 밀도함수

• 𝑓 𝑥; 𝐴, 𝐵 = ቐ
1

𝐵−𝐴
, 𝐴 ≤ 𝑋 ≤ 𝐵

0, 그외의경우

• 특징 (1/2)
• 직사각형 분포(Rectangular Distribution)이라고 불림

• 밑변이 𝐵 − 𝐴, 높이는
1

𝐵−𝐴

• 닫힌 구간([𝐴, 𝐵])이 아닌, 
열린 구간((𝐴, 𝐵))에서도 가능

• [𝐴,𝐵]내 특정 구간에 속할 확률은 
구간 길이 동일 시, 모두 동일

연속형 균일분포

<그림 1> 연속형 균일분포
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•연속형 균일분포 (2/3)

• 특징 (2/2)

• 평균 𝜇 =
𝐴+𝐵

2
, 분산 𝜎2 =

𝐵−𝐴 2

12
을 가짐

• 𝑓 𝑥 =
1

𝐵−𝐴
이므로 평균 𝜇 = 𝐴׬

𝐵
𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝐵−𝐴
𝐴׬
𝐵
𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝐵−𝐴

𝑥2

2 𝐴

𝐵

=
1

𝐵−𝐴
×

𝐵2−𝐴2

2
=

𝐴+𝐵

2

• 𝑓 𝑥 =
1

𝐵−𝐴
, 𝜇 =

𝐴+𝐵

2
이므로 분산 𝜎2 = 𝐸 𝑋 − 𝜇 2

= න
𝐴

𝐵

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝐵 − 𝐴
න
𝐴

𝐵

𝑥 − 𝜇 2 𝑑𝑥

• ℎ =
𝐵−𝐴

2
, 𝑦 = 𝑥 − 𝜇로 치환 시,

𝜎2 =
1

𝐵−𝐴
ℎ−׬
ℎ
𝑦2 𝑑𝑦 =

1

𝐵−𝐴

𝑦3

3 −ℎ

ℎ

=
1

𝐵−𝐴
×

2ℎ3

3
=

𝐵−𝐴 2

12

연속형 균일분포



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 6

•연속형 균일분포 (3/3)

• 예제 6.1

연속형 균일분포

어느 회사의 대형 회의실은 4 시간을 초과하여 사용할 수 없다. 그 회의실에서는

긴 회의와 짧은 회의가 자주 열리며, 회의시간 𝑋는 구간 0,4 에서 정의되는 균일

분포로 가정할 수 있다고 한다.

(a) 밀도함수를 구하라.

(b) 어떤 회의가 최소한 3 시간 이상 계속될 확률은 얼마인가?

• 풀이

• (a) 균일분포이므로 밀도 함수는 다음과 같음

• 𝑓 𝑥 = ቐ

1

4
, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4

0, 그외의경우

• (b) 𝑃 𝑋 ≥ 3 = 3׬
4 1

4
𝑑𝑥 =

1

4

∴ 25% <그림 2> 예제 6.1 연속형 균일분포
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•정규분포 (1/5)

• 정의
• 평균값을 중심으로 좌우가 대칭인 종 모양의 연속형 확률분포

• 𝑛 𝑥; 𝜇, 𝜎 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−

1

2𝜎2
𝑥−𝜇 2

, −∞ < 𝑥 < ∞

(단, 𝜇는 평균, 𝜎는 표준편차)

• 필요성

• 평균을 중심으로 대칭적인 분포를 보이는 연속형 데이터를 
모델링하기 위해 사용
• e.g., 사람의 키, 측정 오차

• 데이터의 분포 특성을 파악하기 위해 사용
• e.g.,측정값의 산포와 변동성 분석

• 특정 구간에 데이터가 포함될 확률을 계산하고 통계적 추론을 
수행하기 위해 사용
• e.g., 특정 범위에 속하는 측정값의 비율 추정

정규분포와 표준정규분포
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•정규분포 (2/5)

• 특징 (1/4)
• 가우스 분포(Gaussian Distribution)라고 불림

• 종 모양의 좌우대칭 곡선 그래프
• 정규곡선(Normal Curve)

• 종 모양 확률분포를 가지는 확률변수 
• 정규확률변수(Normal Random Variable)

정규분포와 표준정규분포

<그림 3> 정규분포
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•정규분포 (3/5)

• 특징 (2/4)
• 평균 𝜇, 분산 𝜎2, 표준편차 𝜎

• 𝑧 =
𝑥−𝜇

𝜎
, 𝑑𝑥 = 𝜎𝑑𝑧로 치환 시,

𝐸 𝑋 − 𝜇 = ׬
−∞

∞ 𝑥−𝜇

2𝜋𝜎
𝑒
−
1

2

𝑥−𝜇

𝜎

2

𝑑𝑥 =
1

2𝜋
׬
−∞

∞
𝑧𝑒−

1

2
𝑧2𝑑𝑧 = 0 = 𝐸 𝑋 − 𝜇

∴ 𝐸 𝑋 = 𝜇 (𝑥𝑒−𝑥
2
그래프는 원점 대칭 그래프)

• 𝑧 =
𝑥−𝜇

𝜎
, 𝑑𝑥 = 𝜎𝑑𝑧로 치환 시,

𝐸 𝑋 − 𝜇 2 =
1

2𝜋𝜎
∞−׬
∞

𝑥 − 𝜇 2𝑒
−
1

2

𝑥−𝜇

𝜎

2

𝑑𝑥 =
𝜎2

2𝜋
∞−׬
∞
𝑧2𝑒−

𝑧2

2 𝑑𝑧

• 𝑢 = 𝑧,𝑑𝑣 = 𝑧𝑒−
𝑧2

2 𝑑𝑧로 부분적분을 하면 𝑑𝑢 = 𝑑𝑧, 𝑣 = −𝑒−
𝑧2

2므로,

𝐸 𝑋 − 𝜇 2 =
𝜎2

2𝜋
ห−𝑧𝑒− Τ𝑧2 2
−∞

∞
+ ∞−׬

∞
𝑒−

𝑧2

2 𝑑𝑧 =
𝜎2

2𝜋
0 + 2𝜋 = 𝜎2

∴ 𝐸 𝑋 − 𝜇 2 = 𝜎2

정규분포와 표준정규분포



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 11

•정규분포 (4/5)

• 특징 (3/4)
• 𝑥 = 𝜇에서 곡선이 최대값이 되며, 최빈값(Mode)를 가짐

• 곡선은 평균 𝜇를 지나는 수직 축에 대하여 대칭

• 곡선은 𝑥 = 𝜇 ± 𝜎에서 변곡점 존재
• 𝜇 − 𝜎 < 𝑋 < 𝜇 + 𝜎에서 아래로 오목, 그 외 구간에서 위로 오목

• 평균에서 멀어질수록 곡선은 수평축에 접근

• 곡선과 수평축 사이의 총 면적은 1

정규분포와 표준정규분포

<그림 3> 정규분포
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•정규분포 (5/5)

• 특징 (4/4)
• 평균 𝜇는 정규곡선의 중심위치를 결정

• 표준편차 𝜎는 정규곡선의 퍼짐 정도를 결정

정규분포와 표준정규분포

<그림 4> 평균과 표준편차에 따른 정규분포
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•표준정규분포 (1/9)

• 정의
• 평균이 0, 분산(또는 표준편차)이 1인 형태의 정규분포

• 필요성

• 서로 다른 평균과 표준편차를 가진 정규분포를 표준화하여 
동일한 기준으로 비교하기 위해 필요

• 표준정규분포표를 이용해 확률을 쉽게 계산하고 통계적 분
석을 수행하기 위해 사용

• 특징 (1/2)
• 종 모양의 곡선이며, 
평균인 0을 중심으로 
좌우 대칭

정규분포와 표준정규분포

<그림 5> 기존의 정규분포와 변환된 표준정규분포
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•표준정규분포 (2/9)

• 특징 (2/2)

• 정규확률변수 𝑋를 𝑍 =
𝑋−𝜇

𝜎
로 변환하여 평균이 0, 분산이 1인 

표준정규분포로 변환

• 𝑋의 구간 확률을 𝑍의 구간 확률로 변환하여 표준정규분포를 
이용해 계산

• 정규확률변수 𝑋가 𝑥1에서 𝑥2 사이의 값을 가질 경우, 정규

확률변수 𝑍는 𝑧1에서 𝑧2 사이의 값을 가짐

• 𝑃 𝑥1 < 𝑋 < 𝑥2 =
1

2𝜋𝜎
׬
𝑥1

𝑥2 𝑒
−

1

2𝜎2
𝑥−𝜇 2

𝑑𝑥 =
1

2𝜋
׬
𝑧1

𝑧2 𝑒−
1

2
𝑧2 𝑑𝑧

= 𝑧1׬
𝑧2 𝑛 𝑧; 0,1 𝑑𝑧 = 𝑃 𝑧1 < 𝑍 < 𝑧2

정규분포와 표준정규분포
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•표준정규분포 (3/9)

• 표준정규분포표
• 정규곡선하에서의 면적을 구하는 데 사용

• e.g., 𝑍가 0.74보다 작을 확률을 구할 경우, 𝑧가 0.74가되는값 선택

• 주어진 확률값 사이에 해당하는 확률값을 계산해야 하는경우, 
표준정규분포표를 통해 두 개의 𝑧값의 중간값을 사용
• e.g., 확률 0.7975에 대응하는 𝑧 값은 0.7967과 0.7995 중 0.7975에 
더 가까운 𝑧 = 0.83을 선택

• e.g., 확률 0.7981은 0.7967과 
0.7995의 중앙값이므로 
𝑧 = 0.835를 선택

• 𝑧의 범위는 -3.49~3.49까지 
정의
• 𝑧 = 3.49일 경우, 𝑃(𝑍 > 3.49)는

0.00024 정도로 작기 때문에
그 외에 범위는 생략

정규분포와 표준정규분포

<그림 6> 표준정규분포표(부록#1 참고)
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•표준정규분포 (4/9)

• 예제 6.2 (1/2)

정규분포와 표준정규분포

표준정규분포가 주어졌을 때, 다음의 면적을 구하라.

(a) 𝑧 = 1.84의 오른쪽 면적

(b) 𝑧 = −1.97과 𝑧 = 0.86 사이의 면적

• 풀이

• (a) 𝑧 = 1.84의 오른쪽 면적은 1에서 𝑧 = 1.84의 왼쪽 면적을 뺀 값

∴ 𝑃 𝑍 > 1.84 = 1 − 𝑃 𝑍 < 1.84
= 1 − 0.9671 = 0.0329 (= 𝑃 𝑍 < −1.84 )

<그림 7> 예제 6.2 표준정규분포

<그림 6> 표준정규분포표(부록#1 참고)



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 17

•표준정규분포 (5/9)

• 예제 6.2 (2/2)

정규분포와 표준정규분포

표준정규분포가 주어졌을 때, 다음의 면적을 구하라.

(a) 𝑧 = 1.84의 오른쪽 면적

(b) 𝑧 = −1.97과 𝑧 = 0.86 사이의 면적

• 풀이

• (b) 𝑧 = −1.97과 𝑧 = 0.86사이의 면적은 𝑧 = 0.86의 왼쪽 면적에서 𝑧 = −1.97의 왼쪽 

면적을 뺀 값

∴ 𝑃 −1.97 < 𝑍 < 0.86 = 𝑃 𝑍 < 0.86 − 𝑃 𝑍 < −1.97 = 0.8051 − 0.0244 = 0.7807

<그림 7> 예제 6.2의 표준정규분포 <그림 6> 표준정규분포표(부록#1 참고)
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•표준정규분포 (6/9)

• 예제 6.3

정규분포와 표준정규분포

표준정규분포가 주어졌을 때, 다음 각 경우에 대하여 𝑘 값을 구하라.

(a) 𝑃 𝑍 > 𝑘 = 0.3015
(b) 𝑃 𝑘 < 𝑍 < −0.18 = 0.4197

• 풀이

• (a) 𝑘 값 오른쪽 면적이 0.3015이므로 왼쪽 면적은 0.6985

∴ 𝑘 = 0.52 ∵ 𝑃 𝑍 < 𝑘 = 0.6985
• (b) −0.18의 왼쪽 면적은 0.4286이고 𝑘와 −0.18사이의 면적이 0.4197이므로 𝑘의 왼쪽 

면적은 0.0089

∴ 𝑘 = −2.37 (∵ 𝑃 𝑍 < 𝑘 = 0.0089)

<그림 8> 예제 6.3 (a) 표준정규분포 <그림 9> 예제 6.3 (b) 표준정규분포 <그림 6> 표준정규분포표
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•표준정규분포 (7/9)

• 예제 6.4 

정규분포와 표준정규분포

𝜇 = 50이고 𝜎 = 10인 정규분포가 주어졌을 때, 𝑋가 45와 62 사이의 값을 취할

확률을 구하라.

• 풀이

• 𝑥1 = 45와 𝑥2 = 62에 대응하는 𝑧 값은 𝑧1 =
45−50

10
= −0.5,

𝑧2 =
62−50

10
= 1.2이므로 𝑃 45 < 𝑋 < 62 = 𝑃(−0.5 < 𝑍 < 1.2)가 됨

• 위 확률은 표준정규분포의 그래프 𝑧 = 1.2의 왼쪽 면적에서 

𝑧 = −0.5의 왼쪽 면적을 뺀 값이 되므로 결과는 다음과 같음

• 𝑃 45 < 𝑋 < 62 = 𝑃 −0.5 < 𝑍 < 1.2 = 𝑃 𝑍 < 1.2 − 𝑃 𝑍 < −0.5
= 0.8849 − 0.3085 = 0.5764

∴ 𝑋가 45와 62 사이 값을 취할 확률은 57.64%

<그림 10> 예제 6.4 정규분포
<그림 6> 표준정규분포표(부록#1 참고)
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•표준정규분포 (8/9)

• 예제 6.5

정규분포와 표준정규분포

𝜇 = 300이고 𝜎 = 50인 정규분포가 주어졌을 때, 𝑋가 362보다 큰 값을 취할 확률을 

구하라.

• 풀이

• 해당 확률은 𝑥 = 362를 그에 대응하는 𝑧 값으로 변환한 다음, 𝑧 값의 왼쪽 면적을 

구하고 1에서 그 값을 빼서 계산 가능

• 𝑧 =
362−300

50
= 1.24이므로

• 𝑃 𝑋 > 362 = 𝑃 𝑍 > 1.24 = 1 − 𝑃 𝑍 < 1.24 = 1 − 0.8925 = 0.1075
• ∴ 𝑋가 362보다 큰 값을 취할 확률은 10.75%

<그림 6> 표준정규분포표

<그림 11> 예제 6.5 정규분포
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•표준정규분포 (9/9)

• 예제 6.6

정규분포와 표준정규분포

𝜇 = 40이고 𝜎 = 6인 정규분포가 주어졌을 때, 다음을 구하라.

(a) 왼쪽 면적이 전체 면적의 45%가 되는 𝑥
(b) 오른쪽 면적이 전체 면적의 14%가 되는 𝑥

• 풀이

• (a) 왼쪽 면적이 0.45가 되는 𝑧는 𝑃 𝑍 < −0.13 = 0.45이므로 𝑧 = −0.13
∴왼쪽 면적이 전체 면적의 45%가 되는 𝑥 = 6 −0.13 + 40 = 39.22
• (b) 오른쪽 면적이 0.14가 되는 𝑧는 𝑃 𝑍 < 1.08 = 0.86이므로 𝑧 = 1.08
∴오른쪽 면적이 전체 면적의 14%가 되는 𝑥 = 6 1.08 + 40 = 46.48

<그림 12> 예제 6.6 정규분포 <그림 6> 표준정규분포표
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•정규분포의 적용 (1/8)

• 예제 6.7

정규분포와 표준정규분포

어느 축전지는 평균수명이 3년이고 표준편차가 0.5년인 것으로 알려져 있다.

축전지의 수명이 정규분포를 따른다고 가정할 때, 임의로 주어진 전지의 수명이

2.3년 보다 짧을 확률을 구하라.

• 풀이

• 𝑃(𝑋 < 2.3)을 구해야하므로 정규곡선하에서 2.3의 왼쪽 면적을 계산

• 이는 대응하는 𝑧 값이 왼쪽 면적으로 계산

𝑧 =
2.3−3

0.5
= −1.4, 𝑃 𝑋 < 2.3 = 𝑃 𝑍 < −1.4 = 0.0808

∴전지의 수명이 2.3년보다 짧을 확률은 8.08%

<그림 13> 예제 6.7 정규분포 <그림 6> 표준정규분포표(부록#1 참고)
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•정규분포의 적용 (2/8)

• 예제 6.8

정규분포와 표준정규분포

어느 전기회사에서는 평균수명이 800 시간이고 표준편차가 40 시간인 정규분포의 

수명분포를 가지는 전구를 생산하고 있다. 임의로 선정된 전구의 수명이 778 시간과 

834 시간 사이에 있을 확률을 구하라.

• 풀이

• 전구의 수명 𝑥1 = 778, 𝑥2 = 834에 대응하는 𝑧 값은 각각

𝑥1 =
778−800

40
= −0.55, 𝑥2 =

834−800

40
= 0.85이므로

𝑃 778 < 𝑋 < 834 = 𝑃 −0.55 < 𝑍 < 0.85
= 𝑃 𝑍 < 0.85 − 𝑃 𝑍 < −0.55
= 0.8023 − 0.2912 = 0.5111

∴전구의 수명이 778 시간과 834 시간 사이에 있을 확률은 51.11%

<그림 14> 예제 6.8 정규분포
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•정규분포의 적용 (3/8)

• 예제 6.9

정규분포와 표준정규분포

어느 공정에서 볼베어링의 직경이 매우 중요한 품질특성이 된다. 구매자 측은 직경의 

규격한계를 3.0 ± 0.01cm로 정해 놓고 이 규격한계를 벗어나는 부품은 불합격처리

한다. 볼베어링의 직경은 평균이 3.0, 표준편차 0.005인 정규분포를 따른다고 할 때, 

생산된 제품 중 불합격으로 처리되는 것은 얼마나 되겠는가?

• 풀이

• 규격 한계인 𝑥1 = 2.99, 𝑥2 = 3.01에 대응되는 𝑧 값은 각각

𝑧1 =
2.99−3.0

0.005
= −2.0, 𝑧2 =

3.01−3.0

0.005
= 2.0

• 따라서 𝑃 2.99 < 𝑋 < 3.01 = 𝑃 −2.0 < 𝑍 < 2.0
• 𝑃 𝑍 < −2.0 = 0.0228이고 정규분포의 대칭성을 이용하면

• 𝑃 𝑍 < −2.0 + 𝑃 𝑍 > 2.0 = 2 × 0.0228 = 0.0456
∴생산된 볼베어링의 4.56%가 불합격품 처리됨

<그림 15> 예제 6.9 정규분포
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•정규분포의 적용 (4/8)

• 예제 6.10

정규분포와 표준정규분포

어떤 치수가 규격한계인 1.50 ± 𝑑 내에 들어오지 않으면 모든 부품을 불합격시키는 

평가기준이 사용된다고 한다. 측정값은 평균이 1.50이고 표준편차가 0.2인 정규

분포를 따른다고 알려져 있을 때, 측정값의 95%가 규격한계 내에 들도록 𝑑 값을

결정하라.

• 풀이

• 𝑃 𝑍 < −1.96 = 0.025이므로 𝑃 −1.96 < 𝑍 < 1.96 = 0.95

• 1.96 =
1.50+𝑑 −1.50

0.2
이므로 𝑑 = 0.2 1.96 = 0.392

∴규격 한계를 1.50 ± 0.392로 설정하면 부품의 95%가 규격 한계 내에 존재

<그림 16> 예제 6.10 정규분포
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•정규분포의 적용 (5/8)

• 예제 6.11

정규분포와 표준정규분포

평균저항이 40 Ω이고 표준편차가 2 Ω인 저항기를 만드는 기계가 있다. 저항이

정규분포를 따른다고 가정할 때, 43 Ω이 넘는 저항을 가지게 되는 저항기는 몇 

퍼센트나 되겠는가?

• 풀이

• 저항기의 저항 𝑥 = 43을 그에 대응하는 𝑧 값으로 변환하면 𝑧 =
43−40

2
= 1.5

• 저항이 43 Ω이상인 경우

• 𝑃 𝑋 > 43 = 𝑃 𝑍 > 1.5 = 1 − 𝑃 𝑍 < 1.5 = 0.9332 = 0.0668
∴ 43 Ω이상의 저항을 가지게 되는 저항기는 6.68%

<그림 17> 예제 6.11 정규분포
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•정규분포의 적용 (6/8)

• 예제 6.12

정규분포와 표준정규분포

예제 6.11에서의 저항의 측정값을 소수 첫째 자리에서 반올림할 때 43 Ω이 넘는

저항기의 비율을 구하라.

• 풀이

• 42.5 Ω에서 43.5 Ω사이의 저항은 모두 소수 첫째 자리에서 반올림할 경우, 43 Ω가 

되므로 43 Ω을 넘기 위해서는 43.5 Ω보다 커야 함

• 저항기의 저항 𝑥 = 43.5를 그에 대응하는 𝑧 값으로 변환하면 𝑧 =
43.5−40

2
= 1.75

• 𝑃 𝑋 > 43.5 = 𝑃 𝑍 > 1.75 = 1 − 𝑃 𝑍 < 1.75 = 1 − 0.9599 = 0.0401
∴소수 첫째 자리에서 반올림할 때 43 Ω이 넘는 저항기는 4.01%

• 예제 6.11 결과와의 차이인 6.68% − 4.01% = 2.67%는 43 Ω보다 크고 43.5 Ω보

다 작은 저항을 가지는 저항기의 비율이 됨

<그림 18> 예제 6.12 정규분포
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•정규분포의 적용 (7/8)

• 예제 6.13

정규분포와 표준정규분포

어느 시험 성적이 평균이 74점이고 표준편차가 7인 정규분포를 따른다고 한다. 

12%의 학생에게 A 학점이 주어졌다면, A 학점을 받은 학생 중 가장 낮은 점수와

B 학점을 받은 학생 중 가장 높은 점수는 각각 얼마나 되겠는가?

• 풀이

• A 학점을 받은 학생의 비율은 성적 평균 𝜇 = 74, 표준편차 𝜎 = 7일 때

𝑃 𝑋 > 𝑘 = 0.12인 경우

• 대응하는 𝑧 값을 구하면 𝑃 𝑍 > 1.18 = 1 − 𝑃 𝑍 < 1.18 = 1 − 0.88 = 0.12를 통해 

𝑧 = 0.12임을 확인 가능

• 𝑥 = 𝜎𝑧 + 𝜇에 대입하여 계산 시, 𝑥 = 7 1.18 + 74 = 82.26
∴ A 학점 중 가장 낮은 점수는 83점, B 학점 중 가장 높은 점수는 82점

<그림 19> 예제 6.13 정규분포
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•정규분포의 적용 (8/8)

• 예제 6.14

정규분포와 표준정규분포

예제 6.13에서 제 6 십분위수를 구하라.

• 풀이

• 제 6 십분위수를 𝐷6라 하면, 구해야 하는 것은 𝑃 𝑋 < 𝑘 = 0.6
• 𝑃(𝑍 < 0.25) ≈ 0.6이므로 𝑥 = 𝜎𝑧 + 𝜇에 대입 시,

• 𝑥 = 7 0.25 + 74 = 75.75
∴ 𝐷6 = 75.75이며, 이는 성적의 60%가 75점 이하임을 의미

<그림 20> 예제 6.14 정규분포
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•연속형 균일분포

•정규분포와 표준정규분포

•이항분포의 정규근사

•감마분포와 지수분포

•카이제곱분포와 베타분포

•로그정규분포

•와이블 분포
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•이항분포 (1/6)

• 정의

• 결과가 두 가지인 이항 분포 독립 시행을 𝑛번 반복할 때 
원하는 사건이 일어나는 횟수의 확률분포
• 𝑏(𝑥; 𝑛, 𝑝), 평균 𝜇 = 𝑛𝑝, 분산 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 (단, 𝑞 = 1 − 𝑝 )

• 특징
• 이항분포에서 𝑛이 매우 크고 𝑝가 0이나 1에 매우 가까운
경우, 포아송 분포를 통해 이항확률의 근사값을 계산

• 이산형 분포가 종 모양처럼 대칭을 이루는 경우, 정규분포를 
통해 근사값을 계산 가능
• 𝑋가 𝜇 = 𝑛𝑝이고 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞인 이항확률변수이면, 𝑛 → ∞일 때

𝑍 =
𝑋−𝑛𝑝

𝑛𝑝𝑞
의 극한분포는 표준정규분포 𝑛(𝑧; 0,1)을 따름

이항분포의 정규근사

*독립(Independent)

어떠한 사건이 다른 사건에 영향을 미치지 않는 것.

*포아송 분포(Poisson Process)

일정한 평균 발생률을 가지는 사건이 어떤 고정된 구간에서 몇 번 발생하는지를 나타내는 이산형 확률분포.
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•이항분포 (2/6)

• 정규분포 근사

• 시행 횟수 𝑛이 충분히 크고 𝑝가 0이나 1에 아주 가까운 값이 
아닐 경우
• 통계학에서 충분히 크다는 것은 𝑛이 30 이상일 경우를 의미

• 시행 횟수 𝑛이 작고 𝑝가
1

2
에 아주 가까운 값일 경우

이항분포의 정규근사

<그림 21> 𝑛이 크고 𝑝가 0이나 1에 가깝지 않은 경우의이항분포 <그림 22> 𝑝가
1

2
에 가까운 경우의 이항분포
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•이항분포 (3/6)

• 정규분포 근사 이점

• 계산 편의성 및 시스템 과부하 방지
• 시행 횟수(𝑛)가 클 경우, 발생하는 연산에 따른 오버플로우 방지

• 표준정규분포표와 단순 적분을 활용하여 확률을 빠르고 쉽게 도출

• 미적분을 활용한 수학적 고도화
• 불연속적인 데이터를 연속적인 확률밀도함수로 변환

• 미분을 이용한 최적화 및 적분을 통한 특정 구간의 확률 계산 가능

이항분포의 정규근사
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•이항분포 (4/6)

• 연속성 수정(Continuity Correction)

• 정규근사 시 오차를 줄이기 위해 𝑥 대신 𝑥 ± 0.5를 사용
• 𝑥 이하일 확률과 𝑥 초과일 확률은 𝑥 + 0.5로 계산

• 𝑥 이상일 확률과 𝑥 미만일 확률은 𝑥 − 0.5로 계산

• 모수 𝑛과 확률 𝑝를 갖는 이항확률변수 𝑋는 평균 𝜇 = 𝑛𝑝이고
분산 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)인 정규분포에 근사

• 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = σ𝑘=0
𝑥 𝑏(𝑘; 𝑛, 𝑝)

≈ 𝑃 𝑍 ≤
𝑥+0.5−𝑛𝑝

𝑛𝑝𝑞
로 계산 가능

• 해당 정규근사는 𝑛𝑝와 𝑛(1 − 𝑝)가 

5 이상일 때 더 적합

이항분포의 정규근사

*모수(Parameter)

모집단(전체 집단)의 특성을 나타내는 수치나 매개변수.

<그림 23> 이항분포 𝑏(𝑥; 15,0.4)에 대한 𝑃(7 < 𝑋 < 9)의정규근사 
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•이항분포 (5/6)

• 예제 6.15

이항분포의 정규근사

빈혈환자가 회복될 확률을 0.4라고 한다. 100명의 빈혈환자 중에서 회복되는 환자의 

수가 30보다 적을 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 이항확률변수 𝑋가 회복될 환자의 수일 때, 𝑛 = 100이므로

𝜇 = 𝑛𝑝 = 100 0.4 = 40, 𝜎 = 𝑛𝑝𝑞 = (100)(0.4)(0.6) = 4.899인 정규분포에 근사

• 연속성 수정으로 𝑥 = 29.5 왼쪽 면적을 계산

• 대응하는 𝑧 값은 𝑧 =
29.5−40

4.899
= −2.14이므로 𝑃 𝑋 < 30 ≈ 𝑃 𝑍 < −2.14 = 0.0162

∴ 100명의 빈혈환자 중 회복되는 환자의 수가 30보다 적을 확률은 1.62%

<그림 24> 예제 6.15 표준정규분포 
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•이항분포 (6/6)

• 예제 6.16

이항분포의 정규근사

4개의 보기 중 하나의 정답이 있는 4지선다형 문제 200개가 있다고 하자. 그 시험 

문제에 관해서 아무런 지식을 가지고 있지 않은 학생이 200 문제 중 80 문제의 답을 

순전히 추측으로 골랐을 때 그 중 정답이 25개에서 30개 까지일 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 확률변수 𝑋를 학생이 맞춘 정답의 수라 할 때,  𝑃 25 ≤ 𝑋 ≤ 30 = σ𝑥=25
30 𝑏(𝑥; 80,

1

4
)임

• 𝜇 = 𝑛𝑝 = 80 Τ1 4 = 20, 𝜎 = 𝑛𝑝𝑞 = (80)( Τ1 4)( Τ3 4) = 3.873인 정규곡선에 

근사시키면 𝑥1 = 24.5와 𝑥2 = 30.5사이의 면적을구하면 되며, 

이에 대응하는 𝑧1 =
24.5−20

3.873
= 1.16, 𝑧2 =

30.5−20

3.873
= 2.71

• 𝑃 25 ≤ 𝑋 ≤ 30 = σ𝑥=25
30 𝑏(𝑥; 80,

1

4
) ≈ 𝑃 1.16 < 𝑍 < 2.71

= 𝑃 𝑍 < 2.71 − 𝑃 𝑍 < 1.16
= 0.9966 − 0.8770 = 0.1196

∴ 4지선다 80 문제를 추측만으로 풀었을 경우, 

정답이 25개에서 30개 사이일 확률은 11.96%

<그림 25> 예제 6.16 확률밀도함수도 
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•연속형 균일분포

•정규분포와 표준정규분포

•이항분포의 정규근사

•감마분포와 지수분포

•카이제곱분포와 베타분포

•로그정규분포

•와이블 분포

목 차
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•감마함수 (1/4)

• 정의
• 팩토리얼(Factorial)의 정의역을 실수와 복소수 범위까지 
확장한 특수 함수

• Γ 𝛼 = 0׬
∞
𝑥𝛼−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥, 𝛼 > 0

• 성질
• 양의 정수 𝑛에 대해 Γ 𝑛 = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯ 1 Γ 1
• Γ 1 = 1
• 양의 정수 𝑛에 대해 Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 !

• Γ
1

2
= 𝜋

감마분포와 지수분포
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•감마함수 (2/4)

• 증명 (1/3)
1. Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 𝑛 − 2 ⋯ 1 Γ 1 (단, 𝑛은 양의 정수)

• 𝑢 = 𝑥𝛼−1, 𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥 𝑑𝑥로 놓고 부분적분 성질 이용

• Γ 𝛼 = ȁ−𝑒−𝑥𝑥𝛼−1 0
∞ + 0׬

∞
𝑒−𝑥 𝛼 − 1 𝑥𝛼−2 𝑑𝑥 = 0 + (𝛼 − 1) 0׬

∞
𝑥𝛼−2𝑒−𝑥 𝑑𝑥

• 𝛼 > 1인 경우, Γ 𝛼 = 𝛼 − 1 Γ(𝛼 − 1)

• 이를 Γ 𝛼 = 𝛼 − 1 Γ 𝛼 − 1 = 𝛼 − 1 𝛼 − 2 Γ(𝛼 − 2)⋯과 같이
반복 적용 시, Γ 𝛼 = 𝛼 − 1 𝛼 − 2 ⋯(1)Γ(1)

• 𝛼 = 𝑛이고 𝑛이 양의 정수일 경우, Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 𝑛 − 2 ⋯(1)Γ(1)

2. Γ 1 = 1
• Γ 1 = 0׬

∞
𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = ȁ−𝑒−𝑥 0

∞ = 1

3. Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 ! (단, 𝑛은 양의 정수)
• Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 𝑛 − 2 ⋯ 1 Γ 1 이고 Γ 1 = 1이므로
Γ 𝑛 = 𝑛 − 1 !

감마분포와 지수분포
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•감마함수 (3/4)

• 증명 (2/3)

4. Γ
1

2
= 𝜋 (1/2)

• Γ
1

2
= ׬

0

∞
𝑡−

1

2𝑒−𝑡 𝑑𝑡 = ׬
0

∞ 𝑒−𝑡

𝑡
𝑑𝑡

• 𝑡 = 𝑦2으로 치환 시(단, 𝑦 > 0), 𝑑𝑡 = 2𝑦𝑑𝑦, 𝑡 = 𝑦이므로

Γ
1

2
= 0׬

∞ 𝑒−𝑦
2

𝑦
2𝑦𝑑𝑦 = 0׬

∞
2𝑒−𝑦

2
𝑑𝑦 = 0׬2

∞
𝑒−𝑦

2
𝑑𝑦

• 양변 제곱

• Γ
1

2

2
= 4 0׬

∞
𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥 0׬

∞
𝑒−𝑦

2
𝑑𝑦 = 0׬4

∞
0׬
∞
𝑒− 𝑥2+𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

• 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2, 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃로 하여 극좌표 변환

• 𝑥, 𝑦 ≥ 0으로 1사분면이므로 Γ
1

2

2
= 0׬4

𝜋

2 0׬
∞
𝑒−𝑟

2
𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

• ׬
0

𝜋

2 𝑑𝜃 =
𝜋

2
이므로 Γ

1

2

2
= 4 ×

𝜋

2
׬
0

∞
𝑒−𝑟

2
𝑟𝑑𝑟 = 2𝜋 ׬

0

∞
𝑒−𝑟

2
𝑟𝑑𝑟

감마분포와 지수분포
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•감마함수 (4/4)

• 증명 (3/3)

4. Γ
1

2
= 𝜋 (2/2)

• 𝑢 = 𝑟2, 𝑑𝑢 = 2𝑟 𝑑𝑟로 하여 치환적분 시,

Γ
1

2

2

= 2𝜋න
0

∞

𝑒−𝑟
2
𝑟 𝑑𝑟 = 2𝜋 ×

1

2
න
0

∞

𝑒−𝑢 𝑑𝑢 = 𝜋

∴ Γ
1

2

2
= 𝜋이므로 Γ

1

2
= 𝜋

감마분포와 지수분포
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•감마분포 (1/2)

• 정의
• 특정 사건이 𝛼번째 발생할 때 까지의 대기 시간을 모델링하는 
연속형 확률분포 

• 𝑓 𝑥; 𝛼, 𝛽 = ൞
1

𝛽𝛼Γ(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒

−
𝑥

𝛽, 𝑥 > 0

0, 그외의경우(단, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0)

• 𝑥는 사건이 일어날 때까지의 시간, 𝛼는 사건이 발생하는 횟수, 𝛽는사건 사이의 
평균 대기 시간

• 필요성
• 특정 횟수의 사건이 발생할 때까지의 
대기 시간을 모델링하기 위해 필요

• 지수분포보다 다양한 형태의 대기 
시간과 누적 발생 시간을 표현하기 
위해 사용

감마분포와 지수분포

<그림 26> 𝛼, 𝛽에 따른 감마분포의 변화
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•감마분포 (2/2)

• 특징
• 𝛼는 분포의 모양을 결정, 형상 모수(Shape Parameter)

• 𝛽는 크기를 결정, 척도 모수(Scale Parameter)

• 평균 𝜇 = 𝛼𝛽

• 𝜇 = 𝐸 𝑋 =
1

𝛽2Γ(𝛼)
0׬
∞
𝑥𝛼𝑒

−
𝑥

𝛽 𝑑𝑥

• 𝑦 =
𝑥

𝛽
라 하면,

• 𝜇 =
𝛽

Γ(𝛼)
0׬
∞
𝑦𝛼𝑒−𝑦 𝑑𝑥 =

𝛽Γ(𝛼+1)

Γ(𝛼)
= 𝛼𝛽

• 분산 𝜎2 = 𝛼𝛽2

• 𝐸 𝑋2 =
𝛽2Γ(𝛼+2)

Γ(𝛼)
= 𝛼 + 1 𝛼𝛽2

• 𝜎2 = 𝐸 𝑋2 − 𝜇2 = 𝛼 + 1 𝛼𝛽2 − 𝛼2𝛽2 = 𝛼𝛽2

• 포아송 과정에서 평균 대기시간이 𝛽인 사건이 𝛼번 발생할 때 
까지의 대기시간에 대한 분포로 해석 가능

감마분포와 지수분포

*포아송 과정(Poisson Process)

동시에 발생하지 않는 독립된 사건이 일정한 발생률을 

가지고 발생하는 확률과정

<그림 26> 𝛼, 𝛽에 따른 감마분포의 변화
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•지수분포 (1/4)

• 정의
• 독립적인 사건들이 일정한 평균 속도로 발생할 경우, 어떤 
사건이 걸리는 대기 시간을 나타내는 연속형 확률분포

• 𝑓 𝑥; 𝛽 = ൞
1

𝛽
𝑒
−
𝑥

𝛽, 𝑥 > 0

0, 그외의경우(단, 𝛽 > 0)

• 𝑥, 𝛽는 감마분포와 동일

• 필요성
• 사건이 발생할 때까지의 대기 
시간을 모델링하기 위해 필요

• 일정한 발생률을 가진 사건의 
대기 시간과 시스템의 수명 등을 
분석하기 위해 사용

감마분포와 지수분포

<그림 27> 𝛽에 따른 지수분포의 변화
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•지수분포 (2/4)

• 특징
• 감마분포에서 𝛼 = 1일 경우 지수분포라 함

• 평균 𝜇 = 𝛽, 분산 𝜎2 = 𝛽2을 가짐

• 포아송 과정에서 평균 대기시간이 𝛽인 사건이 처음 발생할 
때까지의 대기시간에 대한 분포로 해석 가능

감마분포와 지수분포

<그림 27> 𝛽에 따른 지수분포의 변화
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•지수분포 (3/4)

• 포아송 과정과의 관계
• 포아송 과정에서 특정 시간동안 사건이 발생하지 않을
확률로부터 지수분포를 유도 가능
• 포아송 과정에서 𝑡시간 동안 사건이 발생하지 않을 확률

• 𝑝 0; 𝜆𝑡 =
𝑒−𝜆𝑡 𝜆𝑡 0

0!
= 𝑒−𝜆𝑡

• 첫 번째 포아송 사건이 발생하기까지 소요된 시간을 𝑋라 할 때,
𝑃 𝑋 > 𝑥 은 𝑥 시간 내 포아송 사건이 한 건도 발생하지 않을 
확률과 동일

• 𝑃 𝑋 > 𝑥 = 𝑒−𝜆𝑥

• 𝑋의 누적분포함수
• 𝑃 0 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥

• 미분 시, 𝜆 =
1

𝛽
인 지수분포의 확률밀도함수

• 𝑓 𝑥 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥

감마분포와 지수분포
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•지수분포 (4/4)

• 건망성

• 과거에 흘러간 시간이 미래의 확률에 영향을 주지 않는 성질

• 예시
• 지수분포를 따르는 부품이 있다고 할 때, 부품의 수명이 t시간 이상 될 
확률 𝑃(𝑋 ≥ 𝑡)는 다음의 조건부 확률과 같음

• 𝑃 𝑋 ≥ 𝑡0 + 𝑡 𝑋 ≥ 𝑡0 = 𝑃(𝑋 ≥ 𝑡)

• 𝑡0 시간동안 사건이 발생하지 않은 후, 추가로 𝑡시간동안 사건이 발생하지 않을 
확률이 𝑡시간동안 사건이 발생하지 않을 확률과 같음

• 포아송 과정과의 관계를 통해 𝑃 𝑋 > 𝑥 = 𝑒−𝜆𝑥이므로,
𝑃 𝑋 ≥ 𝑡0 + 𝑡 = 𝑒−𝜆(𝑡0+𝑡), 𝑃 𝑋 ≥ 𝑡0 = 𝑒−𝜆𝑡0 , 𝑃 𝑋 ≥ 𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡

• 𝑃 𝑋 ≥ 𝑡0 + 𝑡 𝑋 ≥ 𝑡0 =
𝑃 𝑋≥𝑡0+𝑡

𝑃 𝑋≥𝑡0
=

𝑒−𝜆(𝑡0+𝑡)

𝑒−𝜆𝑡0
=

𝑒−𝜆𝑡0×𝑒−𝜆𝑡

𝑒−𝜆𝑡0
= 𝑒−𝜆𝑡

∴ 𝑃 𝑋 ≥ 𝑡0 + 𝑡 𝑋 ≥ 𝑡0 = 𝑃 𝑋 ≥ 𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡

• 이미 𝑡0 시간동안 사건이 발생하지 않았더라도 다음 사건까지의 대기
시간 𝑡가 영향을 받지 않음을 의미

감마분포와 지수분포
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•감마분포와 지수분포의 적용 (1/5)

• 예제 6.17

감마분포와 지수분포

어떤 부품이 고장나기까지의 시간(단위: 년)을 나타내는 확률변수를 𝑇라고 하자.

그리고 𝑇는 고장나기까지의 평균시간이 𝛽 = 5인 지수분포를 따른다고 하자. 이 

부품 5개가 각각 다른 시스템에 설치되었다고 할 때, 8년이 지난 후 적어도 2개의 

부품이 여전히 작동하고 있을 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 하나의 부품이 8년 이상 작동할 확률은 𝑃 𝑇 > 8 =
1

5
8׬
∞
𝑒−

𝑡

5 𝑑𝑡 = 𝑒−
8

5 ≈ 0.2

• 확률변수 𝑋가 8년이 지난 후 작동하고 있을 부품의 수라 할 때,

• 이는 𝑛 = 5, 𝑝 ≈ 0.2인 이항분포 𝑏(𝑥; 5,0.2)로 볼 수 있으므로,

𝑃 𝑋 ≥ 2 = σ𝑥=2
5 𝑏(𝑥; 5,0.2) = 1 − σ𝑥=0

1 𝑏 𝑥; 5,0.2
= 1 − 0.7373 = 0.2627

∴ 8년 후에도 적어도 2개 이상의 부품이 작동 중일 확률은 26.27%
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•감마분포와 지수분포의 적용 (2/5)

• 예제 6.18

감마분포와 지수분포

전화교환기에 도착되는 호출신호는 분당 평균이 5회인 포아송 과정을 따른다고 한다.

1분 내에 2번 이상의 호출신호가 도착될 확률을 구하라.

• 풀이

• 확률변수 𝑋를 2번의 호출신호가 도착되기까지 소요된 시간이라 할 때,

• 이는 2번의 포아송 사건이 발생되기까지 소요된 시간으로 𝛼 = 2, 𝛽 =
1

5
인 

감마분포를 따르는 확률변수

• 𝑃 𝑋 ≤ 1 = 0׬
1 1

𝛽2
𝑥𝑒−𝑥/𝛽 𝑑𝑥 = 0׬25

1
𝑥𝑒−5𝑥 𝑑𝑥

= 1 − 𝑒−5 1 + 5 = 0.96
∴ 1분 내에 2번 이상 호출신호를 받을 확률은 96%
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•감마분포와 지수분포의 적용 (3/5)

• 예제 6.19

감마분포와 지수분포

쥐를 이용한 생의학 실험에서는 독극물이 생존시간에 미치는 영향을 살펴보기 위해 

용량반응(Dose-response) 검사를 이용한다. 연구에 의하면 일정량의 독극물에 대한 

생존시간(단위: 주)은 𝛼 = 5이고 𝛽 = 10인 감마분포를 따른다고 한다. 어떤 쥐에

독극물을 주입했을 때 60주 이상 생존하지 못할 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 확률변수 𝑋를 생존시간이라 하면, 𝑃 𝑋 ≤ 60 =
1

𝛽5
0׬
60 𝑥𝛼−1𝑒

−
𝑥
𝛽

Γ(5)
𝑑𝑥

• 해당 적분은 불완전 감마함수 𝐹 𝑥; 𝛼 = 0׬
𝑥 𝑦𝛼−1𝑒−𝑦

Γ(𝛼)
𝑑𝑦를 이용하여 계산 가능

• 구하고자 하는 확률식에서 𝑦 =
𝑥

𝛽
, 𝑥 = 𝛽𝑦로 놓으면 𝑃 𝑋 ≤ 60 = 0׬

6 𝑦4𝑒−𝑦

Γ(5)
𝑑𝑦이며, 

이는 불완전 감마함수표의 𝐹(6; 5) 값임

• 𝑃 𝑋 ≤ 60 = 𝐹 6; 5 = 0.715
∴쥐에게 독극물을 주입했을 때 60주 이상 

생존하지 못할 확률은 71.5%

<그림 28> 감마함수표 
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•감마분포와 지수분포의 적용 (4/5)

• 예제 6.20

감마분포와 지수분포

과거자료로부터 어느 제품에 대한 고객의 불만제기 사이의 시간간격(단위: 개월)은 

𝛼 = 2이고 𝛽 = 4인 감마분포를 따른다고 알려져 있다. 최근 품질관리를 철저히

실시하고 난 후 첫 번째 불만이 발생할 때까지 20개월이 소요되었다. 이것으로부터 

품질관리를 철저히 실시한 것이 효과적이었다고 할 수 있는가?

• 풀이

• 확률변수 𝑋를 품질관리 전 첫 번째 불만제기까지의 시간이라 할 때,

𝑃 𝑋 ≥ 20 = 1 −
1

𝛽𝛼
0׬
20 𝑥𝛼−1𝑒

−
𝑥
𝛽

Γ 𝛼
𝑑𝑥

• 𝑦 =
𝑥

𝛽
, 𝑥 = 𝛽𝑦로 놓으면 𝐹 5; 2 = 0.96이므로

𝑃 𝑋 ≥ 20 = 1 − 0׬
5 𝑦𝑒−𝑦

Γ 2
𝑑𝑦 = 1 − 𝐹 5; 2 = 1 − 0.96 = 0.04

∴자주 발생했다고 보기 어려우며, 따라서 품질관리가

효과적이었다고 판단
<그림 28> 감마함수표
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•감마분포와 지수분포의 적용 (5/5)

• 예제 6.21

감마분포와 지수분포

어느 세탁기가 고장날 때까지의 시간 𝑌는 다음의 밀도함수를 따른다.

𝑓 𝑦 = ൞

1

4
𝑒−

𝑦
4 , 𝑦 ≥ 0

0, 그외의경우

이것은 𝜇 = 4년인 지수분포이다. 이 세탁기가 6년 이상 고장나지 않을 확률은

얼마인가? 또한 1년 이내에 고장날 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 지수분포의 누적분포함수 𝐹 𝑦 =
1

𝛽
0׬
𝑦
𝑒
−
𝑡

𝛽 𝑑𝑡 = 1 − 𝑒
−
𝑦

𝛽

• 𝑃 𝑌 > 6 = 1 − 𝐹 6 = 𝑒−
3

2 = 0.2231
∴ 6년 이상 고장나지 않을 확률 22.31%

• 𝑃 𝑌 < 1 = 1 − 𝑒−
1

4 = 1 − 0.7788 = 0.2212
∴ 1년 이내에 고장날 확률 22.12%
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•연속형 균일분포

•정규분포와 표준정규분포

•이항분포의 정규근사

•감마분포와 지수분포

•카이제곱분포와 베타분포

•로그정규분포

•와이블 분포

목 차
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•카이제곱분포 (1/2)

• 정의

• 서로 독립인 표준정규분포 확률변수들을 각각 제곱한 뒤 
모두 더한 값들이 따르는 연속형 확률분포

• 𝑓 𝑥; 𝑣 = ൞

1

2
𝑣
2Γ(

𝑣

2
)
𝑥
𝑣

2
−1𝑒−

𝑥

2, 𝑥 > 0

0, 그외의경우(단, 𝑣는양의정수)

• 𝑥는 카이제곱 확률변수가 가질 수 있는 값, 𝑣는 자유도

• 필요성

• 관측값과 기대값의 차이를 바탕으로 
데이터의 적합성을 검정하기 위해 필요

• 모집단의 분산에 대한 추론과 통계적 
가설검정을 수행하기 위해 사용

카이제곱분포와 베타분포

*자유도(Degrees of Freedom)

통계량을 구성하는 표준정규변수 중 임의로 값을 가질 수 있는 

독립 변수의 개수.

<그림 29> 자유도에 따른 카이제곱분포의 변화
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•카이제곱분포 (2/2)

• 특징

• 서로 독립인 표준정규분포 확률변수들의 제곱합으로 정의

• 평균 𝜇 = 𝑣, 분산 𝜎2 = 2𝑣를 가짐

• 감마분포에서 𝛼 =
𝑣

2
, 𝛽 = 2인 특수한 경우 

• 모분산 추청, 독립성 검정 등 다양한 통계적 검정에서 활용
• 표본분산을 이용해 모분산을 추정하거나, 관측도수와 기대도수의 
차이를 이용해 적합도 및 독립성 검정을 수행

• 자유도에 따라 그래프 모양 변화
• 작을 수록 왼쪽으로, 
클 수록 오른쪽으로 치우침

카이제곱분포와 베타분포

*자유도(Degrees of Freedom)

통계량을 구성하는 표준정규변수 중 임의로 값을 가질 수 있는 

독립 변수의 개수.

<그림 29> 자유도에 따른 카이제곱분포의 변화



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 56

•베타함수 

• 정의
• 모수 𝛼, 𝛽 > 0와 감마함수 Γ(𝛼)에 대해 다음을 만족하는 함수

• 𝐵 𝛼, 𝛽 = ׬
0

1
𝑥𝛼−1 1 − 𝑥 𝛽−1 𝑑𝑥 =

Γ 𝛼 Γ 𝛽

Γ 𝛼+𝛽

• 증명

• Γ 𝛼 Γ 𝛽 = 0׬
∞
𝑥𝛼−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥 0׬

∞
𝑦𝛽−1𝑒−𝑦 𝑑𝑦

= 0׬
∞
0׬
∞
𝑥𝛼−1𝑦𝛽−1𝑒− 𝑥+𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

• 𝑡 = 𝑥 + 𝑦, 𝑠 =
𝑥

𝑥+𝑦
로 하면 𝑥 = 𝑠𝑡, 𝑦 = 1 − 𝑠 𝑡, 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡이므로,

𝑥𝛼−1𝑦𝛽−1𝑒− 𝑥+𝑦 = 𝑠𝑡 𝛼−1 1 − 𝑠 𝑡
𝛽−1

𝑒−𝑡

= 𝑠𝛼−1𝑡𝛼−1 1 − 𝑠 𝛽−1𝑡𝛽−1𝑒−𝑡 = 𝑠𝛼−1 1 − 𝑠 𝛽−1𝑡𝛼+𝛽−2𝑒−𝑡

• Γ 𝛼 Γ 𝛽 = 0׬
∞
0׬
1
𝑠𝛼−1 1 − 𝑠 𝛽−1𝑡𝛼+𝛽−1𝑒−𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡

= 0׬
∞
𝑡𝛼+𝛽−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡 0׬

1
𝑠𝛼−1 1 − 𝑠 𝛽−1 𝑑𝑠 = Γ 𝛼 + 𝛽 𝐵 𝛼, 𝛽

∴ 𝐵 𝛼, 𝛽 = ΤΓ 𝛼 Γ 𝛽 Γ 𝛼 + 𝛽

카이제곱분포와 베타분포
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•베타분포 (1/2) 

• 정의

• 0과 1 사이의 값을 갖는 연속형 확률분포

• 𝑓 𝑥 = ቐ

1

𝐵 𝛼,𝛽
𝑥𝛼−1(1− 𝑥)𝛽−1, 0 < 𝑥 < 1

0, 그외의경우(단, 𝛼 > 0,𝛽 > 0)

• 𝑥는 확률변수 𝑋가 가질 수 있는 값, 𝛼는 성공 횟수/발생 횟수 등 긍정적/관심 
있는 사건의 누적 데이터, 𝛽는 실패 횟수/미발생 횟수 등 부정적/관심 없는 
사건의 누적 데이터

• 필요성

• 0과 1 사이의 확률이나 비율을 
모델링하기 위해 필요

• 모양을 다양하게 조절할 수 있어 
성공 확률이나 비율의 불확실성을 
표현하기 위해 사용

카이제곱분포와 베타분포

<그림 30> 𝛼, 𝛽에 따른 베타분포의 변화
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•베타분포 (2/2) 

• 특징

• 균일분포를 일반화 한 분포

• 평균 𝜇 =
𝛼

𝛼+𝛽
, 분산 𝜎2 =

𝛼𝛽

𝛼+𝛽 2 𝛼+𝛽+1
을 가짐

• 𝛼 = 1, 𝛽 = 1인 경우, [0,1]구간에서 균일분포가 됨

• 정의역이 0~1로, 확률/비율에 대한 분포를 다룰 때 주로 사용

카이제곱분포와 베타분포

<그림 30> 𝛼, 𝛽에 따른 베타분포의 변화



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 59

•연속형 균일분포

•정규분포와 표준정규분포

•이항분포의 정규근사

•감마분포와 지수분포

•카이제곱분포와 베타분포

•로그정규분포

•와이블 분포

목 차
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•로그정규분포 (1/4)

• 정의

• 확률변수에 자연로그를 취한 값이 정규분포를 따르는 연속형 
확률분포

• 𝑓 𝑥; 𝜇, 𝜎 = ቐ
1

2𝜋𝜎𝑥
𝑒
−

1

2𝜎2
ln 𝑥 −𝜇 2

, 𝑥 ≥ 0

0, 𝑥 < 0

• 𝑥는 확률변수 𝑋가 가질 수 있는 값, 𝛼는 자연로그를 취했을 때 정규분포의 평균, 
𝛽는 자연로그를 취했을 때 정규분포의 표준편차

• 필요성

• 로그를 취했을 때 정규분포를 따르는 양의 연속형 데이터를 
모델링하기 위해 필요

• 값이 0보다 크고 오른쪽으로 긴 꼬리를 가지는 소득, 수명, 자
산 규모 등의 데이터를 분석하기 위해 사용

로그정규분포
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•로그정규분포 (2/4)

• 특징

• 평균𝜇 = 𝑒𝜇+
𝜎2

2 , 분산𝜎2 = 𝑒2𝜇+𝜎
2
(𝑒𝜎

2
− 1)을 가짐

• 오른쪽에 긴 꼬리가 생기는 비대칭 그래프

• 양의 값만 가질 수 있음

• 곱셈에 의해 누적되는 현상 표현 시 적합
• e.g., 취약점, 공격 노출도, 공격 영향도 등이 결합된 위험도

• 실제 데이터에서 큰 값이 드물게 나타나는 현상 표현에 활용
• e.g., 대규모 네트워크 트래픽, 공격 규모, 피해 규모 

로그정규분포

<그림 31> ln(𝑋)의 𝜇, 𝜎에 따른 로그정규분포의 변화 
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•로그정규분포 (3/4)

• 예제 6.22

로그정규분포

화학공장에서 배출되는 오염물질의 농도(ppm)가 𝜇 = 3.2이고 𝜎 = 1인 로그정규

분포를 따른다고 하자. 농도가 8ppm을 초과할 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 확률변수 𝑋를 오염물질의 농도라 하면, 𝑃 𝑋 > 8 = 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 8
• ln(𝑋)는 평균 𝜇 = 3.2이고 표준편차 𝜎 = 1인 정규분포를 따르므로

• 𝑃 𝑋 ≤ 8 = Φ
ln 8 −3.2

1
= Φ −1.12 = 0.1314 (단, Φ는 표준정규분포의 누적분포함수)

• 𝑃 𝑋 > 8 = 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 8 = 1 − 0.1314 = 0.8686
∴오염물질 농도가 8ppm을 초과할 확률은 86.86%

<그림 32> 예제 6.22 로그정규분포
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•로그정규분포 (4/4)

• 예제 6.23

로그정규분포

기관차에 사용되는 어떤 전자제어장치의 수명(단위: 1000마일)은 𝜇 = 5.149이고 

𝜎 = 0.737인 로그정규분포를 따른다고 한다. 수명의 5 백분위수를 구하라.

• 풀이

• 확률변수 𝑋를 장치의 수명이라 하면, 𝑃 𝑍 < −1.645 = 0.0500이고 ln 𝑥 는

평균 𝜇 = 5.149, 표준편차 𝜎 = 0.737인 정규분포를 따르므로

• ln 𝑥 = 5.149 + 0.737 −1.645 = 3.937
∴ 𝑥 = 51.265이며, 이는 장치의 5%만이 51,265 마일 이하의 수명을 가짐을 의미

<그림 33> 예제 6.23 로그정규분포
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•연속형 균일분포

•정규분포와 표준정규분포

•이항분포의 정규근사

•감마분포와 지수분포

•카이제곱분포와 베타분포

•로그정규분포

•와이블 분포

목 차
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•와이블 분포 (1/5)

• 정의

• 제품의 수명, 고장 시간, 강도 등을 모델링하는 데 널리 
쓰이는 연속형 확률분포

• 𝑓 𝑥; 𝛼, 𝛽 = ൝
𝛼𝛽𝑥𝛽−1𝑒−𝛼𝑥

𝛽
, 𝑥 > 0

0, 그외의경우(단, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0)
• 𝑥는 기계나 부품의 수명 및 고장까지 걸리는 시간, 𝛼는 고장률의 시간적 변화 
패턴, 𝛽는 특성 수명

• 필요성

• 제품이나 부품의 고장 시간과 
수명을 모델링하기 위해 필요

• 시간에 따라 고장률이 증가하거나 
감소하는 다양한 수명 특성을 
분석하기 위해 사용

와이블 분포

<그림 34> 𝛼 = 1일 때 𝛽에 따른 와이블분포 변화



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 66

•와이블 분포 (2/5)

• 특징

• 평균 𝜇 = 𝛼
−
1

𝛽Γ 1 +
1

𝛽
, 분산 𝜎2 = 𝛼

−
2

𝛽 Γ 1 +
2

𝛽
− Γ 1 +

1

𝛽

2
을 

가짐

• 𝛽 = 1일 때 지수분포의 형태를 띔

• 누적분포함수 𝐹 𝑥 = 1 − 𝑒−𝛼𝑥
𝛽
(단, 𝑥 ≥ 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0)

• 시간에 따른 고장률 분포를 나타내기 위해 주로 사용

와이블 분포

<그림 34> 𝛼 = 1일 때 𝛽에 따른 와이블 분포 변화
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•와이블 분포 (3/5)

• 고장률(Failure Rate 또는 Hazard Rate) (1/2)
• 어느 부품의 신뢰도 𝑅(𝑡)를 최소한 어느 특정시간 𝑡까지
부품이 작동할 확률로 정의하면 다음과 같음

• 𝑅 𝑡 = 𝑃 𝑇 > 𝑡 = 𝑡׬
∞
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 1 − 𝐹(𝑡)

• 𝐹(𝑡)가 𝑇의 누적분포이므로 부품이 𝑡 시간 작동했을 때, 구간 
𝑇 = 𝑡와 𝑇 = 𝑡 + ∆𝑡 사이에 고장날 조건부확률은 다음과 같음

•
𝐹 𝑡+∆𝑡 −𝐹 𝑡

𝑅 𝑡

• 이를 ∆𝑡로 나누고 ∆𝑡 → 0으로 극한을 취하면 고장률 𝑍(𝑡)를 
다음과 같이 얻을 수 있음

• 𝑍 𝑡 = lim
𝑡→0

𝐹 𝑡+∆𝑡 −𝐹 𝑡

∆𝑡

1

𝑅 𝑡
=

𝐹′ 𝑡

𝑅 𝑡
=

𝑓 𝑡

𝑅 𝑡
=

𝑓 𝑡

1−𝐹 𝑡

=
𝛼𝛽𝑡𝛽−1𝑒−𝛼𝑡

𝛽

1−1+𝑒−𝛼𝑡
𝛽 = 𝛼𝛽𝑡𝛽−1

와이블 분포
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•와이블 분포 (4/5)

• 고장률(Failure Rate 또는 Hazard Rate) (2/2)

• 고장률 𝑍 𝑡 = 𝛼𝛽𝑡𝛽−1는 부품이 𝑡 시간동안 고장나지 않았을 
때, 𝑡부터 ∆𝑡만큼 더 생존할 조건부확률의 변화율을 의미

• 𝛽 = 1이면 고장률은 𝛼로서 상수가 되고, 지수분포의 형태를 
띄며 건망성 특성을 가짐

• 𝛽 > 1이면 𝑍(𝑡)는 증가함수로, 부품이 시간에 따라 마모되는 
현상을 표현

• 𝛽 < 1이면 𝑍(𝑡)는 감소함수로,
시간이 지남에 따라 오히려
강해짐을 의미

와이블 분포

<그림 35> 𝛽에 따른 고장률 변화
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•와이블 분포 (5/5)

• 예제 6.24

와이블 분포

어느 제품의 수명(단위: 시간)은 𝛼 = 0.01이고 𝛽 = 2인 와이블분포를 따른다고 한다.

8시간 이전에 이 제품이 고장날 확률은 얼마인가?

• 풀이

• 𝑃 𝑋 < 8 = 𝐹 8 = 1 − 𝑒− 0.01 82 = 1 − 0.5273 = 0.4727

<그림 36> 예제 6.24 와이블 분포
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Thanks!
서 진 우(jinwoo@pel.sejong.ac.kr)

mailto:jinwoo@pel.sejong.ac.kr
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•표준정규분포표 (1/2)

부록#1
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•표준정규분포표 (2/2)

부록#1
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•불완전 감마함수표

부록#2
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•카이제곱분포표 (1/2)

부록#3
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•카이제곱분포표 (2/2)

부록#3



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 76

•그래프 코드

• <그림 1> 연속형 균일분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3.

4. # 구간 설정

5. x = np.linspace(1, 3, 400)

6. y = np.full_like(x, 0.5)

7.

8. plt.figure(figsize=(6, 3))

9.

10. # 밀도함수 (실선)

11. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

12.

13. # 점선 (x=1, x=3)

14. plt.vlines([1, 3], ymin=0, ymax=0.5,

15. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed")

16.

17. # y = 1/2 점선

18. plt.hlines(0.5, xmin=0, xmax=1,

19. colors="black", linestyles="dashed")

20. # 축 설정

21. plt.xlim(0, 3.5)

22. plt.ylim(0, 0.7)

23. plt.xlabel("x")

24. plt.ylabel("f(x)")

25. plt.xticks([0, 1, 3])

26. plt.yticks([0.5], ["1/2"])

27.

28. ax = plt.gca()

29. ax.spines["top"].set_visible(False)

30. ax.spines["right"].set_visible(False)

31.

32. plt.tight_layout()

33. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 2> 예제 6.1 연속형 균일분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3.

4. # 구간 설정 (0 ≤ x ≤ 4)

5. x = np.linspace(0, 4, 400)

6. y = np.full_like(x, 1/4)

7. plt.figure(figsize=(6, 3))

8. # 밀도함수

9. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

10. # 점선

11. plt.vlines([0, 4], ymin=0, ymax=1/4,

12. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed")

13. # 확률 영역: X ≥ 3 음영

14. x_shade = np.linspace(3, 4, 200)

15. y_shade = np.full_like(x_shade, 1/4)

16. plt.fill_between(

17. x_shade, 0, y_shade,

18. color="pink", alpha=0.6

19. )

20. # x=3 경계선

21. plt.vlines(3, ymin=0, ymax=1/4,

22. colors="black", linestyles="dashed")

23. # 축 설정

24. plt.xlim(-0.5, 4.5)

25. plt.ylim(0, 0.35)

26. plt.xlabel("x")

27. plt.ylabel("f(x)")

28.

29. plt.xticks([0, 3, 4])

30. plt.yticks([1/4], ["1/4"])

31.

32. ax = plt.gca()

33. ax.spines["top"].set_visible(False)

34. ax.spines["right"].set_visible(False)

35.

36. plt.tight_layout()

37. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 3> 정규분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. mu = 0   # 정규분포 파라미터

6. sigma = 1

7.

8. # x 범위

9. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 500)

10. # 정규분포 PDF

11. y = (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * sigma)) * 
np.exp(

12. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

13. )

14. plt.figure(figsize=(6, 3))

15.

16. # 정규분포 곡선

17. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

18.

19. # 평균 μ 점선

20. plt.vlines(mu, ymin=0, ymax=max(y),

21. colors="black", linestyles="dashed")

22. plt.annotate(   # σ 표시

23. "",

24. xy=(mu + sigma, max(y) * 0.6),

25. xytext=(mu, max(y) * 0.6),

26. arrowprops=dict(arrowstyle="<->")

27. )

28.

29. plt.text(mu + sigma / 2, max(y) * 0.63, 
r"$\sigma$", ha="center")

30. plt.text(mu, -max(y) * 0.04, r"$\mu$", 
ha="center", va="top")

31.

32. plt.xlabel("x", labelpad=15)

33. plt.yticks([])

34. plt.xticks([])

35.

36. ax = plt.gca()

37. ax.spines["left"].set_visible(False)

38. ax.spines["top"].set_visible(False)

39. ax.spines["right"].set_visible(False)

40.

41. plt.tight_layout()

42. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 4> 평균과 표준편차에 따른 정규분포 (1/3)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 공통 x 범위

11. x = np.linspace(-6, 6, 800)

12.

13. fig, axes = plt.subplots(1, 3, figsize=(12, 
3.5))

14. # (1) σ1 = σ2, μ1 ≠ μ2

15. mu1, mu2 = -2, 2

16. sigma = 1

17. axes[0].plot(x, normal_pdf(x, mu1, sigma), 
color="deepskyblue", linewidth=2)

18. axes[0].plot(x, normal_pdf(x, mu2, sigma), 
color="deepskyblue", linewidth=2)

19. axes[0].vlines([mu1, mu2], 0,

20. normal_pdf(mu1, mu1, sigma),

21. colors="black", 
linestyles="dashed")

22. axes[0].text(0, max(normal_pdf(x, mu1, sigma)) 
* 0.7,

23. r"$\sigma_1=\sigma_2$", 
ha="center")

24. axes[0].text(mu1, 0, r"$\mu_1$", ha="center", 
va="top")

25. axes[0].text(mu2, 0, r"$\mu_2$", ha="center", 
va="top")
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•그래프 코드

• <그림 4> 평균과 표준편차에 따른 정규분포 (2/3)

부록#4

26. # (2) μ1 = μ2, σ1 ≠ σ2

27. mu = 0

28. sigma1, sigma2 = 0.7, 1.6

29. axes[1].plot(x, normal_pdf(x, mu, sigma1), 
color="deepskyblue", linewidth=2)

30. axes[1].plot(x, normal_pdf(x, mu, sigma2), 
color="deepskyblue", linewidth=2)

31. axes[1].vlines(mu, 0,

32. normal_pdf(mu, mu, sigma1),

33. colors="black", 
linestyles="dashed")

34. axes[1].text(mu + 0.3, max(normal_pdf(x, mu, 
sigma1)) * 0.85, r"$\sigma_1$")

35. axes[1].text(mu + 2.0, max(normal_pdf(x, mu, 
sigma2)) * 0.4, r"$\sigma_2$")

36. axes[1].text(mu, 0, r"$\mu_1=\mu_2$", 
ha="center", va="top")

37. # (3) μ1 ≠ μ2, σ1 ≠ σ2

38. mu1, sigma1 = -2, 0.7

39. mu2, sigma2 = 2, 1.5

40. axes[2].plot(x, normal_pdf(x, mu1, sigma1), 
color="deepskyblue", linewidth=2)

41. axes[2].plot(x, normal_pdf(x, mu2, sigma2), 
color="deepskyblue", linewidth=2)

42. axes[2].vlines([mu1, mu2], 0,

43. [normal_pdf(mu1, mu1, sigma1),

44. normal_pdf(mu2, mu2, sigma2)],

45. colors="black", 
linestyles="dashed")

46. axes[2].text(mu1 + 0.2, max(normal_pdf(x, mu1, 
sigma1)) * 0.85, r"$\sigma_1$")

47. axes[2].text(mu2 + 0.5, max(normal_pdf(x, mu2, 
sigma2)) * 0.5, r"$\sigma_2$")

48. axes[2].text(mu1, 0, r"$\mu_1$", ha="center", 
va="top")

49. axes[2].text(mu2, 0, r"$\mu_2$", ha="center", 
va="top")
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•그래프 코드

• <그림 4> 평균과 표준편차에 따른 정규분포 (3/3)

부록#4

50. # 공통 스타일

51. for ax in axes:

52. ax.set_xlim(-6, 6)

53. ax.set_yticks([])

54. ax.set_xticks([])

55. for spine in ax.spines.values():

56. spine.set_visible(True)

57. spine.set_linewidth(1.0)

58.

59. plt.tight_layout()

60. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 5> 기존의 정규분포와 변환된 표준정규분포 (1/3)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 0.0

12.

13. sigma_left = 1.0   # 왼쪽

14. sigma_right = 0.6   # 오른쪽

15.  

16. # 음영 구간

17. x1_left,  x2_left  = -1.4, 0.7

18. x1_right, x2_right = -0.8, 0.4

19.

20. # x 범위 (공통)

21. x = np.linspace(-4, 4, 3000)

22. y_left = normal_pdf(x, mu, sigma_left)

23. y_right = normal_pdf(x, mu, sigma_right)

24.

25. # y축 공통 기준

26. y_max = max(y_left.max(), y_right.max()) * 1.1

27.

28. fig, axes = plt.subplots(1, 2, figsize=(9, 3.5))

29. eps = 0  # 음영 크기 보정

30.  

31. # ---------- 왼쪽 ----------

32. ax = axes[0]

33. ax.plot(x, y_left, color="deepskyblue", 
linewidth=2)

34.

35. mask = (x >= x1_left - eps) & (x <= x2_left + 
eps)

36. ax.fill_between(x[mask], y_left[mask],

37. color="deepskyblue", alpha=0.18)
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•그래프 코드

• <그림 5> 기존의 정규분포와 변환된 표준정규분포 (2/3)

부록#4

38. # 수직 점선

39. ax.vlines(

40. [x1_left, x2_left], [0, 0],

41. [normal_pdf(x1_left, mu, sigma_left),

42. normal_pdf(x2_left, mu, sigma_left)],

43. colors="deepskyblue", linestyles="dashed", 
linewidth=1.4

44. )

45. ax.vlines(mu, 0, normal_pdf(mu, mu, sigma_left),

46. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

47.

48. ax.text(x1_left, -0.02, r"$x_1$", ha="center", 
va="top")

49. ax.text(x2_left, -0.02, r"$x_2$", ha="center", 
va="top")

50. ax.text(mu, -0.02, r"$\mu$", ha="center", 
va="top")

51. ax.text(1.8, y_left.max()*0.6, r"$\sigma$", 
fontsize=11)

52. ax.set_xlabel("x", labelpad=15)

53. ax.set_xlim(-4, 4)

54. ax.set_ylim(0, y_max)

55. ax.set_yticks([])

56. ax.set_xticks([])

57.

58. # ---------- 오른쪽 ----------

59. ax = axes[1]

60. ax.plot(x, y_right, color="deepskyblue", 
linewidth=2)

61.

62. mask = (x >= x1_right - eps) & (x <= x2_right + 
eps)

63. ax.fill_between(x[mask], y_right[mask],

64. color="deepskyblue", alpha=0.18)
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•그래프 코드

• <그림 5> 기존의 정규분포와 변환된 표준정규분포 (3/3)

부록#4

65. ax.vlines(

66. [x1_right, x2_right], [0, 0],

67. [normal_pdf(x1_right, mu, sigma_right),

68. normal_pdf(x2_right, mu, sigma_right)],

69. colors="deepskyblue", linestyles="dashed", 
linewidth=1.4

70. )

71. ax.vlines(mu, 0, normal_pdf(mu, mu, 
sigma_right),

72. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

73.

74. ax.text(x1_right, -0.02, r"$z_1$", ha="center", 
va="top")

75. ax.text(x2_right, -0.02, r"$z_2$", ha="center", 
va="top")

76. ax.text(mu, -0.02, r"$0$", ha="center", 
va="top")

77. ax.text(0.9, y_right.max()*0.7, r"$\sigma=1$", 
fontsize=11)

78. ax.set_xlabel("z", labelpad=15)

79. ax.set_xlim(-4, 4)

80. ax.set_ylim(0, y_max)

81. ax.set_yticks([])

82. ax.set_xticks([])

83.

84. # ---------- 공통 스타일 ----------

85. for ax in axes:

86. ax.spines["left"].set_visible(False)

87. ax.spines["top"].set_visible(False)

88. ax.spines["right"].set_visible(False)

89.

90. plt.tight_layout()

91. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 7> 예제 6.2 표준정규분포도 (1/3)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu=0, sigma=1):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 공통 설정

11. z = np.linspace(-4, 4, 3000)

12. y = normal_pdf(z)

13.

14. fig, axes = plt.subplots(1, 2, figsize=(9, 3.5))

15.

16. # (a) 오른쪽 꼬리: P(Z ≥ 1.84)

17. z_a = 1.84

18. y_za = normal_pdf(z_a)

19. ax = axes[0]

20. ax.plot(z, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

21. # 음영 (오른쪽 꼬리)

22. mask = z >= z_a

23. ax.fill_between(z[mask], y[mask],

24. color="deepskyblue", alpha=0.18)

25. # 수직 점선 (0) + 경계선(1.84)

26. ax.vlines(0, 0, normal_pdf(0),

27. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

28. ax.vlines(z_a, 0, y_za,

29. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

30.

31. ax.text(0, -0.02, r"$0$", ha="center", va="top")

32. ax.text(z_a, -0.02, r"$1.84$", ha="center", 
va="top")
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•그래프 코드

• <그림 7> 예제 6.2 표준정규분포도 (2/3)

부록#4

33. ax.set_xlabel("z", labelpad=15)

34. ax.set_xlim(-4, 4)

35. ax.set_ylim(0, y.max() * 1.1)

36. ax.set_yticks([])

37. ax.set_xticks([])

38.

39. ax.text(0.5, -0.25, "(a)", 
transform=ax.transAxes,

40. ha="center", va="top", fontsize=12)

41.

42. # (b) 구간: P(-1.97 ≤ Z ≤ 0.86)

43. z1, z2 = -1.97, 0.86

44. y_z1 = normal_pdf(z1)

45. y_z2 = normal_pdf(z2)

46. ax = axes[1]

47. ax.plot(z, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

48. # 음영 (구간)

49. mask = (z >= z1) & (z <= z2)

50. ax.fill_between(z[mask], y[mask],

51. color="deepskyblue", alpha=0.18)

52. # 수직 점선 (0) + 경계선(z1, z2)

53. ax.vlines(0, 0, normal_pdf(0),

54. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

55. ax.vlines([z1, z2], [0, 0], [y_z1, y_z2],

56. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

57.

58. ax.text(z1, -0.02, r"$-1.97$", ha="center", 
va="top")

59. ax.text(0, -0.02, r"$0$", ha="center", va="top")

60. ax.text(z2, -0.02, r"$0.86$", ha="center", 
va="top")
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•그래프 코드

• <그림 7> 예제 6.2 표준정규분포도 (3/3)

부록#4

61. ax.set_xlabel("z", labelpad=15)

62. ax.set_xlim(-4, 4)

63. ax.set_ylim(0, y.max() * 1.1)

64. ax.set_yticks([])

65. ax.set_xticks([])

66.

67. ax.text(0.5, -0.25, "(b)", 
transform=ax.transAxes,

68. ha="center", va="top", fontsize=12)

69.

70. # 공통 스타일

71. for ax in axes:

72. ax.spines["left"].set_visible(False)

73. ax.spines["top"].set_visible(False)

74. ax.spines["right"].set_visible(False)

75.

76. plt.tight_layout()

77. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 8> 예제 6.3 (a) 표준정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu=0, sigma=1):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9. # 공통 설정

10. x = np.linspace(-4, 4, 3000)

11. y = normal_pdf(x)

12.

13. # (a) 오른쪽 꼬리: P(X ≥ k) = 0.3015

14. k = 0.52

15. prob = 0.3015

16.

17. plt.figure(figsize=(4.5, 3.5))

18. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

19. # 음영

20. mask = x >= k

21. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

22. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

23.

24. # 수직선

25. plt.vlines(0, 0, normal_pdf(0),

26. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

27. plt.vlines(k, 0, normal_pdf(k),

28. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

29.

30. # 텍스트

31. plt.text(0, -0.02, r"$0$", ha="center", 
va="top")

32. plt.text(k, -0.02, r"$k$", ha="center", 
va="top")

33. plt.text(k + 0.35, normal_pdf(k) * 0.35, 
f"{prob}", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 8> 예제 6.3 (a) 표준정규분포 (1/2)

부록#4

34. plt.xlabel("z", labelpad=15)

35. plt.xlim(-4, 4)

36. plt.ylim(0, y.max() * 1.1)

37. plt.yticks([])

38. plt.xticks([])

39.

40. ax = plt.gca()

41. ax.spines["left"].set_visible(False)

42. ax.spines["top"].set_visible(False)

43. ax.spines["right"].set_visible(False)

44.

45. plt.tight_layout()

46. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 9> 예제 6.3 (b) 표준정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu=0, sigma=1):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 공통 설정

11. x = np.linspace(-4, 4, 3000)

12. y = normal_pdf(x)

13.

14. # (b) 구간: P(k ≤ X ≤ -0.18) = 0.4197

15. k = -1.5

16. z = -0.18

17. prob = 0.4197

18.

19. plt.figure(figsize=(4.5, 3.5))

20. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

21. # 음영

22. mask = (x >= k) & (x <= z)

23. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

24. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

25.

26. # 수직선

27. plt.vlines(0, 0, normal_pdf(0),

28. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

29. plt.vlines([k, z], [0, 0],

30. [normal_pdf(k), normal_pdf(z)],

31. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

32.

33. # 텍스트

34. plt.text(k, -0.02, r"$k$", ha="center", 
va="top")

35. plt.text(z, -0.02, r"$-0.18$", ha="center", 
va="top")

36. plt.text(-0.9, normal_pdf(-0.9) * 0.45, 
f"{prob}", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 9> 예제 6.3 (b) 표준정규분포 (2/2)

부록#4

37. plt.xlabel("z", labelpad=15)

38. plt.xlim(-4, 4)

39. plt.ylim(0, y.max() * 1.1)

40. plt.yticks([])

41. plt.xticks([])

42. ax = plt.gca()

43. ax.spines["left"].set_visible(False)

44. ax.spines["top"].set_visible(False)

45. ax.spines["right"].set_visible(False)

46. plt.tight_layout()

47. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 10> 예제 6.4 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu=0, sigma=1):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 설정

11. x = np.linspace(-4, 4, 3000)

12. y = normal_pdf(x)

13. x1 = -0.5

14. x2 = 1.2

15. y_x1 = normal_pdf(x1)

16. y_x2 = normal_pdf(x2)

17. y_0  = normal_pdf(0)

18. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

19. # 정규분포 곡선

20. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

21. # 음영 구간 [-0.5, 1.2]

22. mask = (x >= x1) & (x <= x2)

23. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

24. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

25. # 수직선

26. plt.vlines(x1, 0, y_x1,

27. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

28. plt.vlines(x2, 0, y_x2,

29. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

30. # 평균 0 (점선)

31. plt.vlines(0, 0, y_0,

32. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

33. # 텍스트

34. plt.text(x1, -0.02, r"$-0.5$", ha="center", 
va="top")

35. plt.text(0,  -0.02, r"$0$", ha="center", 
va="top")

36. plt.text(x2, -0.02, r"$1.2$", ha="center", 
va="top")
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•그래프 코드

• <그림 10> 예제 6.4 정규분포 (2/2)

부록#4

37. # 축 설정

38. plt.xlabel("z", labelpad=15)

39. plt.xlim(-4, 4)

40. plt.ylim(0, y.max() * 1.1)

41. plt.yticks([])

42. plt.xticks([])

43.

44. ax = plt.gca()

45. ax.spines["left"].set_visible(False)

46. ax.spines["top"].set_visible(False)

47. ax.spines["right"].set_visible(False)

48.

49. plt.tight_layout()

50. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 11> 예제 6.5 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 300

12. sigma = 50

13. # 기준값

14. x0 = 362

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_x0 = normal_pdf(x0, mu, sigma)

20.

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24.

25. # 음영

26. mask = x >= x0

27. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

28. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

29. # 수직선

30. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

31. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

32. plt.vlines(x0, 0, y_x0,

33. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

34. # 텍스트

35. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$300$", 
ha="center", va="top")

36. plt.text(x0, -y.max()*0.06, r"$362$", 
ha="center", va="top")

37. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 50$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 11> 예제 6.5 정규분포 (2/2)

부록#4

38. # 축 설정

39. plt.xlabel("x", labelpad=15)

40. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

41. plt.ylim(0, y.max()*1.1)

42. plt.yticks([])

43. plt.xticks([])

44. ax = plt.gca()

45. ax.spines["left"].set_visible(False)

46. ax.spines["top"].set_visible(False)

47. ax.spines["right"].set_visible(False)

48.

49. plt.tight_layout()

50. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 12> 예제 6.6 정규분포 (1/3)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 40

12. sigma = 6

13. # 꼬리 기준값

14. k_left = 38.5   # (a) 왼쪽 꼬리

15. k_right = 43.5   # (b) 오른쪽 꼬리

16.  

17. # x 범위

18. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

19. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

20. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

21. y_kl = normal_pdf(k_left, mu, sigma)

22. y_kr = normal_pdf(k_right, mu, sigma)

23. fig, axes = plt.subplots(1, 2, figsize=(9, 3.5))

24. # (a) 왼쪽 꼬리

25. ax = axes[0]

26. ax.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

27. # 음영: 왼쪽 꼬리

28. mask = x <= k_left

29. ax.fill_between(x[mask], y[mask],

30. color="deepskyblue", alpha=0.18)

31. # 수직선

32. ax.vlines(mu, 0, y_mu,

33. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

34. ax.vlines(k_left, 0, y_kl,

35. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

36. ax.text(mu, -y.max()*0.06, r"$40$", ha="center", 
va="top")

37. ax.text(mu + sigma*0.6, y.max()*0.7, r"$\sigma 
= 6$", fontsize=11)

38. ax.text(mu - sigma*1.1, y.max()*0.05, r"$0.45$", 
fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 12> 예제 6.6 정규분포 (2/3)

부록#4

39. ax.set_xlabel("x", labelpad=15)

40. ax.set_xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

41. ax.set_ylim(0, y.max()*1.1)

42. ax.set_yticks([])

43. ax.set_xticks([])

44.

45. ax.text(0.5, -0.25, "(a)", 
transform=ax.transAxes,

46. ha="center", va="top", fontsize=12)

47.

48. # (b) 오른쪽 꼬리

49. ax = axes[1]

50. ax.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

51. # 음영: 오른쪽 꼬리

52. mask = x >= k_right

53. ax.fill_between(x[mask], y[mask],

54. color="deepskyblue", alpha=0.18)

55. # 수직선

56. ax.vlines(mu, 0, y_mu,

57. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

58. ax.vlines(k_right, 0, y_kr,

59. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

60. ax.text(mu, -y.max()*0.06, r"$40$", ha="center", 
va="top")

61. ax.text(mu + sigma*0.6, y.max()*0.7, r"$\sigma 
= 6$", fontsize=11)

62. ax.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.05, r"$0.14$", 
fontsize=11)

63.

64. ax.set_xlabel("x", labelpad=15)

65. ax.set_xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

66. ax.set_ylim(0, y.max()*1.1)

67. ax.set_yticks([])

68. ax.set_xticks([])

69.

70. ax.text(0.5, -0.25, "(b)", 
transform=ax.transAxes,

71. ha="center", va="top", fontsize=12)
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•그래프 코드

• <그림 12> 예제 6.6 정규분포 (3/3)

부록#4

72. # 공통 스타일

73. for ax in axes:

74. ax.spines["left"].set_visible(False)

75. ax.spines["top"].set_visible(False)

76. ax.spines["right"].set_visible(False)

77.

78. plt.tight_layout()

79. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 13> 예제 6.7 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 3

12. sigma = 0.5

13. # 기준값

14. x0 = 2.3

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_x0 = normal_pdf(x0, mu, sigma)

20.

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24. # 음영: 2.3 이하

25. mask = x <= x0

26. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

27. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

28. # 수직선

29. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

30. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

31. plt.vlines(x0, 0, y_x0,

32. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

33. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$3$", ha="center", 
va="top")

34. plt.text(x0, -y.max()*0.06, r"$2.3$", 
ha="center", va="top")

35. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 0.5$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 13> 예제 6.7 정규분포 (2/2)

부록#4

36. # 축 설정

37. plt.xlabel("x", labelpad=15)

38. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

39. plt.ylim(0, y.max()*1.1)

40. plt.yticks([])

41. plt.xticks([])

42. ax = plt.gca()

43. ax.spines["left"].set_visible(False)

44. ax.spines["top"].set_visible(False)

45. ax.spines["right"].set_visible(False)

46.

47. plt.tight_layout()

48. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 14> 예제 6.8 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4. def normal_pdf(x, mu, sigma):

5. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

6. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

7. )

8.

9. # 파라미터

10. mu = 800

11. sigma = 40

12. # 구간

13. x1 = 778

14. x2 = 834

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_x1 = normal_pdf(x1, mu, sigma)

20. y_x2 = normal_pdf(x2, mu, sigma)

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24. # 음영: [778, 834]

25. mask = (x >= x1) & (x <= x2)

26. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

27. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

28. # 수직선

29. plt.vlines(x1, 0, y_x1,

30. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

31. plt.vlines(x2, 0, y_x2,

32. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

33. # 평균 (점선)

34. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

35. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

36. plt.text(x1, -y.max()*0.06, r"$778$", 
ha="center", va="top")

37. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$800$", 
ha="center", va="top")

38. plt.text(x2, -y.max()*0.06, r"$834$", 
ha="center", va="top")

39. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 40$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 14> 예제 6.8 정규분포 (2/2)

부록#4

40. # 축 설정

41. plt.xlabel("x", labelpad=15)

42. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

43. plt.ylim(0, y.max()*1.1)

44. plt.yticks([])

45. plt.xticks([])

46. ax = plt.gca()

47. ax.spines["left"].set_visible(False)

48. ax.spines["top"].set_visible(False)

49. ax.spines["right"].set_visible(False)

50.

51. plt.tight_layout()

52. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 15> 예제 6.9 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4. def normal_pdf(x, mu, sigma):

5. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

6. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

7. )

8.

9. # 파라미터

10. mu = 3.0

11. sigma = 0.005

12. # 기준값

13. x_left = 2.99

14. x_right = 3.01

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_l = normal_pdf(x_left, mu, sigma)

20. y_r = normal_pdf(x_right, mu, sigma)

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24. # 음영: 왼쪽 꼬리

25. mask_left = x <= x_left

26. plt.fill_between(x[mask_left], y[mask_left],

27. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

28. # 음영: 오른쪽 꼬리

29. mask_right = x >= x_right

30. plt.fill_between(x[mask_right], y[mask_right],

31. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

32. # 수직선

33. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

34. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

35. plt.vlines(x_left, 0, y_l,

36. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

37. plt.vlines(x_right, 0, y_r,

38. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)
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•그래프 코드

• <그림 15> 예제 6.9 정규분포 (2/2)

부록#4

39. plt.text(x_left, -y.max()*0.08, r"$2.99$", 
ha="center", va="top")

40. plt.text(mu, -y.max()*0.08, r"$3.0$", 
ha="center", va="top")

41. plt.text(x_right, -y.max()*0.08, r"$3.01$", 
ha="center", va="top")

42. plt.text(x_left - sigma*1.2, y.max()*0.12, 
r"$0.0228$", fontsize=11)

43. plt.text(x_right + sigma*0.6, y.max()*0.12, 
r"$0.0228$", fontsize=11)

44. plt.text(mu + sigma*1.2, y.max()*0.7, r"$\sigma 
= 0.005$", fontsize=11)

45. # 축 설정

46. plt.xlabel("x", labelpad=22)

47. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

48. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

49. plt.yticks([])

50. plt.xticks([])

51. ax = plt.gca()

52. ax.spines["left"].set_visible(False)

53. ax.spines["top"].set_visible(False)

54. ax.spines["right"].set_visible(False)

55.

56. plt.tight_layout()

57. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 16> 예제 6.10 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4. def normal_pdf(x, mu, sigma):

5. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

6. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

7. )

8.

9. # 파라미터

10. mu = 1.5

11. sigma = 0.2

12. # 경계값

13. x_left = 1.108

14. x_right = 1.892

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_l = normal_pdf(x_left, mu, sigma)

20. y_r = normal_pdf(x_right, mu, sigma)

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24. # 음영: 왼쪽 꼬리

25. mask_left = x <= x_left

26. plt.fill_between(x[mask_left], y[mask_left],

27. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

28. # 음영: 오른쪽 꼬리

29. mask_right = x >= x_right

30. plt.fill_between(x[mask_right], y[mask_right],

31. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

32. # 수직선

33. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

34. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

35. plt.vlines(x_left, 0, y_l,

36. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

37. plt.vlines(x_right, 0, y_r,

38. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)
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•그래프 코드

• <그림 16> 예제 6.10 정규분포 (2/2)

부록#4

39. plt.text(x_left, -y.max()*0.08, r"$1.108$", 
ha="center", va="top")

40. plt.text(mu, -y.max()*0.08, r"$1.500$", 
ha="center", va="top")

41. plt.text(x_right, -y.max()*0.08, r"$1.892$", 
ha="center", va="top")

42. plt.text(x_left - sigma*0.9, y.max()*0.12, 
r"$0.025$", fontsize=11)

43. plt.text(x_right + sigma*0.4, y.max()*0.12, 
r"$0.025$", fontsize=11)

44. plt.text(mu + sigma*1.1, y.max()*0.7, r"$\sigma 
= 0.2$", fontsize=11)

45. # 축 설정

46. plt.xlabel("x", labelpad=22)

47. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

48. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

49. plt.yticks([])

50. plt.xticks([])

51. ax = plt.gca()

52. ax.spines["left"].set_visible(False)

53. ax.spines["top"].set_visible(False)

54. ax.spines["right"].set_visible(False)

55.

56. plt.tight_layout()

57. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 17> 예제 6.11 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 40

12. sigma = 2.0

13. # 기준값

14. x0 = 43

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_x0 = normal_pdf(x0, mu, sigma)

20. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

21. # 정규분포 곡선

22. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

23. # 음영: 43 이상 (오른쪽 꼬리)

24. mask = x >= x0

25. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

26. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

27. # 수직선

28. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

29. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

30. plt.vlines(x0, 0, y_x0,

31. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

32. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$40$", 
ha="center", va="top")

33. plt.text(x0, -y.max()*0.06, r"$43$", 
ha="center", va="top")

34. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 2.0$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 17> 예제 6.11 정규분포 (2/2)

부록#4

35. # 축 설정

36. plt.xlabel("x", labelpad=22)

37. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

38. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

39. plt.yticks([])

40. plt.xticks([])

41. ax = plt.gca()

42. ax.spines["left"].set_visible(False)

43. ax.spines["top"].set_visible(False)

44. ax.spines["right"].set_visible(False)

45.

46. plt.tight_layout()

47. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 18> 예제 6.12 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 분포 파라미터

11. mu = 40

12. sigma = 2.0

13. # 기준값

14. x0 = 43.5

15. # x 범위

16. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_x0 = normal_pdf(x0, mu, sigma)

20. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

21. # 정규분포 곡선

22. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

23. # 음영: 43.5 이상 (오른쪽 꼬리)

24. mask = x >= x0

25. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

26. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

27. # 수직선

28. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

29. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

30. plt.vlines(x0, 0, y_x0,

31. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

32. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$40$", 
ha="center", va="top")

33. plt.text(x0, -y.max()*0.06, r"$43.5$", 
ha="center", va="top")

34. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 2.0$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 18> 예제 6.12 정규분포 (2/2)

부록#4

35. # 축 설정

36. plt.xlabel("x", labelpad=22)

37. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

38. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

39. plt.yticks([])

40. plt.xticks([])

41. ax = plt.gca()

42. ax.spines["left"].set_visible(False)

43. ax.spines["top"].set_visible(False)

44. ax.spines["right"].set_visible(False)

45.

46. plt.tight_layout()

47. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 19> 예제 6.13 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 74

12. sigma = 7

13. # 꼬리 확률 ~0.12

14. z_tail = 1.175

15. x0 = mu + sigma * z_tail # ≈ 82.23

16. # x 범위

17. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

18. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

19. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

20. y_x0 = normal_pdf(x0, mu, sigma)

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24. # 음영: 오른쪽 꼬리

25. mask = x >= x0

26. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

27. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

28. # 수직선

29. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

30. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

31. plt.vlines(x0, 0, y_x0,

32. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

33. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$74$", 
ha="center", va="top")

34. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 7$", fontsize=11)

35. plt.text(x0 + sigma*0.15, y.max()*0.12, 
r"$0.12$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 19> 예제 6.13 정규분포 (2/2)

부록#4

36. # 축 설정

37. plt.xlabel("x", labelpad=22)

38. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

39. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

40. plt.yticks([])

41. plt.xticks([])

42. ax = plt.gca()

43. ax.spines["left"].set_visible(False)

44. ax.spines["top"].set_visible(False)

45. ax.spines["right"].set_visible(False)

46.

47. plt.tight_layout()

48. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 20> 예제 6.14 정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu, sigma):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 74

12. sigma = 7

13. # D6 (표준정규 분위수 z_0.6 ≈ 0.253)

14. z_06 = 0.253

15. D6 = mu + sigma * z_06   # ≈ 75.77

16. # x 범위

17. x = np.linspace(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma, 
4000)

18. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

19. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

20. y_D6 = normal_pdf(D6, mu, sigma)

21. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

22. # 정규분포 곡선

23. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

24. # 음영: 왼쪽 누적 (≤ D6)

25. mask = x <= D6

26. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

27. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

28. # 수직선

29. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

30. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

31. plt.vlines(D6, 0, y_D6,

32. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

33. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$74$", 
ha="center", va="top")

34. plt.text(D6, -y.max()*0.06, r"$D_6$", 
ha="center", va="top")

35. plt.text(mu - sigma*0.3, y.max()*0.35, r"$0.6$", 
fontsize=12)

36. plt.text(mu + sigma*0.9, y.max()*0.65, 
r"$\sigma = 7$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 20> 예제 6.14 정규분포 (2/2)

부록#4

37. # 축 설정

38. plt.xlabel("x", labelpad=22)

39. plt.xlim(mu - 4*sigma, mu + 4*sigma)

40. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

41. plt.yticks([])

42. plt.xticks([])

43. ax = plt.gca()

44. ax.spines["left"].set_visible(False)

45. ax.spines["top"].set_visible(False)

46. ax.spines["right"].set_visible(False)

47.

48. plt.tight_layout()

49. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 21> 𝑛이 크고 𝑝가 0이나 1에 가깝지 않은 경우의
이항분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def binom_pmf(k, n, p):

6. return math.comb(n, k) * (p ** k) * ((1 - p) 
** (n - k))

7.

8. def pmf_array(n, p):

9. ks = np.arange(0, n + 1)

10. ys = np.array([binom_pmf(int(k), n, p) for 
k in ks], dtype=float)

11. return ks, ys

12.

13. # 설정

14. p = 0.2

15. cases = [

16. (100, "blue", "n=100, p=0.2"),

17. (200, "red",  "n=200, p=0.2"),

18. (400, "lime", "n=400, p=0.2"),

19. ]

20. plt.figure(figsize=(6, 4), dpi=120)

21. # 막대그래프

22. for n, color, label in cases:

23. ks, ys = pmf_array(n, p)

24. plt.bar(

25. ks, ys,

26. width=0.85,

27. color=color,

28. alpha=0.35,

29. edgecolor="black",

30. linewidth=0.2,

31. label=label

32. )

33. # 축 / 범례

34. plt.xlim(-0.5, 100.5)

35. plt.ylim(0, 0.11)

36. plt.legend(loc="upper right", fontsize=9, 
frameon=True)

37. plt.tick_params(direction="in", top=True, 
right=True)

38. plt.xlabel("x")

39. plt.tight_layout()

40. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 22> 𝑝가
1

2
에 가까운 경우의 이항분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def binom_pmf(k, n, p):

6. return math.comb(n, k) * (p ** k) * ((1 - p) 
** (n - k))

7.

8. def pmf_array(n, p):

9. ks = np.arange(0, n + 1)

10. ys = np.array([binom_pmf(int(k), n, p) for 
k in ks], dtype=float)

11. return ks, ys

12.

13. # 설정

14. p = 0.5

15. cases = [

16. (5,  "blue", "n=5,  p=0.5"),

17. (15, "red",  "n=15, p=0.5"),

18. (25, "lime", "n=25, p=0.5"),

19. ]

20. plt.figure(figsize=(6, 4), dpi=120)

21. # 막대그래프

22. for n, color, label in cases:

23. ks, ys = pmf_array(n, p)

24. plt.bar(

25. ks, ys,

26. width=0.85,

27. color=color,

28. alpha=0.8,

29. edgecolor="black",

30. linewidth=0.2,

31. label=label

32. )

33. # 축 / 범례

34. plt.xlim(-0.5, 20.5)

35. plt.ylim(0, 0.5)

36. plt.legend(loc="upper right", fontsize=9, 
frameon=True)

37. plt.tick_params(direction="in", top=True, 
right=True)

38. plt.xlabel("x")

39. plt.tight_layout()

40. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 24> 예제 6.15 표준정규분포 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu=0, sigma=1):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 0

12. sigma = 1

13. # 기준값

14. x0 = -2.14

15. # x 범위

16. x = np.linspace(-4, 4, 4000)

17. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

18. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

19. y_x0 = normal_pdf(x0, mu, sigma)

20. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

21. # 정규분포 곡선

22. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

23. # 음영: 왼쪽 꼬리

24. mask = x <= x0

25. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

26. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

27. # 수직선

28. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

29. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

30. plt.vlines(x0, 0, y_x0,

31. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

32. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$0$", ha="center", 
va="top")

33. plt.text(x0, -y.max()*0.06, r"$-2.14$", 
ha="center", va="top")

34. plt.text(mu + 1.0, y.max()*0.65, r"$\sigma = 
1$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 24> 예제 6.15 표준정규분포 (2/2)

부록#4

35. # 축 설정

36. plt.xlabel("z", labelpad=22)

37. plt.xlim(-4, 4)

38. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

39. plt.yticks([])

40. plt.xticks([])

41. ax = plt.gca()

42. ax.spines["left"].set_visible(False)

43. ax.spines["top"].set_visible(False)

44. ax.spines["right"].set_visible(False)

45.

46. plt.tight_layout()

47. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 25> 예제 6.16 확률밀도함수도 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def normal_pdf(x, mu=0, sigma=1):

6. return (1 / (math.sqrt(2 * math.pi) * 
sigma)) * np.exp(

7. -0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2

8. )

9.

10. # 파라미터

11. mu = 0

12. sigma = 1

13. # 구간

14. x1 = 1.16

15. x2 = 2.71

16. # x 범위

17. x = np.linspace(-4, 4, 4000)

18. y = normal_pdf(x, mu, sigma)

19. y_mu = normal_pdf(mu, mu, sigma)

20. y_x1 = normal_pdf(x1, mu, sigma)

21. y_x2 = normal_pdf(x2, mu, sigma)

22. plt.figure(figsize=(6.5, 3))

23. # 정규분포 곡선

24. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

25. # 음영: [1.16, 2.71]

26. mask = (x >= x1) & (x <= x2)

27. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

28. color="deepskyblue", 
alpha=0.18)

29. # 수직선

30. plt.vlines(mu, 0, y_mu,

31. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed", linewidth=1.4)

32. plt.vlines(x1, 0, y_x1,

33. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

34. plt.vlines(x2, 0, y_x2,

35. colors="deepskyblue", linewidth=1.4)

36. plt.text(mu, -y.max()*0.06, r"$0$", ha="center", 
va="top")

37. plt.text(x1, -y.max()*0.06, r"$1.16$", 
ha="center", va="top")

38. plt.text(x2, -y.max()*0.06, r"$2.71$", 
ha="center", va="top")

39. plt.text(mu + 1.2, y.max()*0.65, r"$\sigma = 
1$", fontsize=11)
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•그래프 코드

• <그림 25> 예제 6.16 확률밀도함수도 (2/2)

부록#4

40. # 축 설정

41. plt.xlabel("z", labelpad=22)

42. plt.xlim(-4, 4)

43. plt.ylim(0, y.max()*1.15)

44. plt.yticks([])

45. plt.xticks([])

46. ax = plt.gca()

47. ax.spines["left"].set_visible(False)

48. ax.spines["top"].set_visible(False)

49. ax.spines["right"].set_visible(False)

50.

51. plt.tight_layout()

52. plt.show()



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 121

•그래프 코드

• <그림 26> 𝛼, 𝛽에 따른 감마분포의 변화

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def gamma_pdf(x, alpha, beta):

6. # f(x) = x^{α-1} e^{-x/β} / (Γ(α) β^α),  
x > 0

7. return (x**(alpha - 1) * np.exp(-x / beta)) 
/ (math.gamma(alpha) * beta**alpha)

8.

9. # x 범위

10. x = np.linspace(0, 6, 4000)

11. x[0] = 1e-6

12. beta = 1

13. # 파라미터

14. alphas = [1, 2, 4]

15. plt.figure(figsize=(7.2, 4))

16. for a in alphas:

17. y = gamma_pdf(x, a, beta)

18. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", 
linewidth=2)

19. plt.text(0.55, 0.65, 
r"$\alpha=1$"+"\n"+r"$\beta=1$", fontsize=11)

20. plt.text(1.7, 0.38, 
r"$\alpha=2$"+"\n"+r"$\beta=1$", fontsize=11)

21. plt.text(3.0, 0.23, 
r"$\alpha=4$"+"\n"+r"$\beta=1$", fontsize=11)

22. plt.xlabel("x", labelpad=10)

23. plt.ylabel(r"$f(x)$", rotation=0, labelpad=15)

24. plt.xlim(0, 6)

25. plt.ylim(0, 1.05)

26. plt.yticks([0.5, 1.0])

27. plt.xticks([0, 1, 2, 3, 4, 5, 6])

28. ax = plt.gca()

29. ax.spines["top"].set_visible(False)

30. ax.spines["right"].set_visible(False)

31. ax.spines["left"].set_linewidth(1.2)

32. ax.spines["bottom"].set_linewidth(1.2)

33.

34. plt.tight_layout()

35. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 27> 𝛽에 따른 지수분포의 변화

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3.

4. # 지수분포 PDF

5. def exponential_pdf(x, lam):

6. return lam * np.exp(-lam * x)

7.

8. # x 범위

9. x = np.linspace(0, 5, 1000)

10.

11. # 비교할 λ 값들

12. lambdas = [0.5, 1, 2, 3]

13.

14. plt.figure(figsize=(8, 5))

15.

16. for lam in lambdas:

17. y = exponential_pdf(x, lam)

18. plt.plot(x, y, label=f"β = {lam}")

19. plt.xlabel("x")

20. plt.ylabel("f(x)")

21. plt.grid(True, alpha=0.3)

22. plt.legend()

23. plt.tight_layout()

24. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 29> 자유도에 따른 카이제곱분포의 변화

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. # 카이제곱분포 PDF 함수 정의

6. def chi_square_pdf(x, v):

7. return (1 / (2**(v/2) * math.gamma(v/2))) * 
(x**(v/2 - 1)) * np.exp(-x/2)

8.

9. # x 범위 설정

10. x = np.linspace(0.001, 20, 1000)

11.

12. # 비교할 자유도 값들

13. degrees = [1, 2, 5, 10]

14.

15. plt.figure(figsize=(8, 5))

16.

17. for v in degrees:

18. y = chi_square_pdf(x, v)

19. plt.plot(x, y, label=f"ν = {v}")

20. plt.xlim(0, 20)

21. plt.ylim(0, 0.8)

22. plt.xlabel("x")

23. plt.ylabel("f(x)")

24. plt.grid(True, alpha=0.3)

25. plt.legend()

26. plt.tight_layout()

27. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 30> 𝛼, 𝛽에 따른 베타분포의 변화

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. # 베타분포 PDF 함수 정의

6. def beta_pdf(x, a, b):

7. B = math.gamma(a) * math.gamma(b) / 
math.gamma(a + b)

8. return (x**(a - 1) * (1 - x)**(b - 1)) / B

9.

10. # x 범위 (0,1)

11. x = np.linspace(0.001, 0.999, 1000)

12.

13. # 비교할 (α, β) 조합

14. params = [

15. (0.5, 0.5),

16. (1, 1),

17. (2, 2),

18. (5, 1),

19. (2, 5)

20. ]

21. plt.figure(figsize=(8, 5))

22.

23. for a, b in params:

24. y = beta_pdf(x, a, b)

25. plt.plot(x, y, label=f"α={a}, β={b}")

26.

27. plt.xlim(0, 1)

28. plt.ylim(0, 3)

29. plt.xlabel("x")

30. plt.ylabel("f(x)")

31. plt.grid(True, alpha=0.3)

32. plt.legend()

33. plt.tight_layout()

34. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 31> ln(𝑋)의 𝜇, 𝜎에 따른 로그정규분포의 변화 (1/2)

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. # 비교할 (mu, sigma) 조합들

6. params = [

7. (0, 0.5),

8. (0, 1.0),

9. (0.5, 0.5)

10. ]

11.

12. x = np.linspace(0.001, 6, 1500)

13. y = np.linspace(-4, 4, 1500)

14. fig, axs = plt.subplots(1, 2, figsize=(12, 4))

15.

16. # 로그정규분포

17. for mu, sigma in params:

18.

19. lognormal_pdf = (

20. 1 / (x * sigma * math.sqrt(2 * math.pi))

21. * np.exp(-(np.log(x) - mu)**2 / (2 * 
sigma**2))

22. )

23. EX = math.exp(mu + sigma**2 / 2)

24. VarX = (math.exp(sigma**2) - 1) * 
math.exp(2*mu + sigma**2)

25.

26. axs[0].plot(

27. x, lognormal_pdf,

28. label=f"μ={mu}, σ={sigma}\nE={EX:.2f}, 
Var={VarX:.2f}"

29. )

30.

31. axs[0].set_xlabel("X")

32. axs[0].set_ylabel("f(X)")

33. axs[0].grid(True, alpha=0.3)

34. axs[0].legend(fontsize=9)

35.

36. # 정규분포(ln(X))

37. for mu, sigma in params:

38.

39. normal_pdf = (

40. 1 / (sigma * math.sqrt(2 * math.pi))

41. * np.exp(-(y - mu)**2 / (2 * sigma**2))

42. )
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•그래프 코드

• <그림 31> ln(𝑋)의 𝜇, 𝜎에 따른 로그정규분포의 변화 (2/2)

부록#4

43. axs[1].plot(

44. y, normal_pdf,

45. label=f"μ={mu}, σ={sigma}"

46. )

47.

48. axs[1].set_xlabel("ln(X)")

49. axs[1].set_ylabel("f(ln(X))")

50. axs[1].grid(True, alpha=0.3)

51. axs[1].legend(fontsize=9)

52.

53. plt.tight_layout()

54. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 32> 예제 6.23 로그정규분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. # 로그정규분포

6. def lognormal_pdf(x, mu, sigma):

7. return (1 / (x * sigma * math.sqrt(2 * 
math.pi))) * np.exp(

8. - (np.log(x) - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 
2)

9. )

10.

11. # 파라미터

12. mu = 3.2

13. sigma = 1

14. x0 = 8

15. # x 범위

16. x = np.linspace(0.01, 150, 3000)

17. y = lognormal_pdf(x, mu, sigma)

18. plt.figure(figsize=(7, 3.5))

19.

20. # 밀도함수

21. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

22. # 수직 점선

23. y_x0 = lognormal_pdf(x0, mu, sigma)

24. plt.vlines(x0, 0, y_x0, colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed")

25. # 음영

26. mask = x >= x0

27. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

28. color="deepskyblue", alpha=0.25)

29. plt.text(20, max(y)*0.75, r"$\mu=3.2$", 
fontsize=11)

30. plt.text(20, max(y)*0.65, r"$\sigma=1$", 
fontsize=11)

31. plt.xlabel("x", labelpad=10)

32. plt.ylabel(r"$f(x)$", rotation=0, labelpad=15)

33. plt.xlim(0, 150)

34. plt.ylim(0, max(y) * 1.15)

35. plt.xticks([0, 8, 20, 40])

36. plt.yticks([])

37. ax = plt.gca()

38. ax.spines["top"].set_visible(False)

39. ax.spines["right"].set_visible(False)

40. plt.tight_layout()

41. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 33> 예제 6.24 로그정규분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. # 로그정규분포

6. def lognormal_pdf(x, mu, sigma):

7. return (1 / (x * sigma * math.sqrt(2 * 
math.pi))) * np.exp(

8. - (np.log(x) - mu) ** 2 / (2 * sigma ** 2)

9. )

10.

11. # 파라미터

12. mu = 5.149

13. sigma = 0.737

14. x_q = 51.265

15. # x 범위

16. x = np.linspace(1, 600, 4000)

17. y = lognormal_pdf(x, mu, sigma)

18. plt.figure(figsize=(7, 3.5))

19.

20. # 밀도함수

21. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

22. # 수직 점선

23. y_q = lognormal_pdf(x_q, mu, sigma)

24. plt.vlines(x_q, 0, y_q,

25. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed")

26. # 음영

27. mask = x <= x_q

28. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

29. color="deepskyblue", alpha=0.25)

30. plt.text(150, max(y)*0.75, r"$\mu=5.149$", 
fontsize=11)

31. plt.text(150, max(y)*0.65, r"$\sigma=0.737$", 
fontsize=11)

32. plt.xlabel("x", labelpad=10)

33. plt.ylabel(r"$f(x)$", rotation=0, labelpad=15)

34. plt.xlim(0, 600)

35. plt.ylim(0, max(y) * 1.15)

36. plt.xticks([0, 50, 100, 200, 300])

37. plt.yticks([])

38. ax = plt.gca()

39. ax.spines["top"].set_visible(False)

40. ax.spines["right"].set_visible(False)

41. plt.tight_layout()

42. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 34> 𝛼 = 1일 때 𝛽에 따른 와이블 분포 변화

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. import math

4.

5. def weibull_pdf(x, beta, eta=1):

6. # f(x) = (β/η) (x/η)^{β-1} exp(-(x/η)^β), x 
≥ 0

7. return (beta / eta) * (x / eta)**(beta - 1) 
* np.exp(-(x / eta)**beta)

8.

9. # x 범위

10. x = np.linspace(0, 2.2, 5000)

11. x[0] = 1e-6

12. # 파라미터

13. betas = [1, 2, 3.5]

14. eta = 1

15. # y 최대값 계산

16. y_max = 0

17. ys = {}

18. for b in betas:

19. y = weibull_pdf(x, b, eta)

20. ys[b] = y

21. y_max = max(y_max, y.max())

22. plt.figure(figsize=(7.2, 4))

23. for b in betas:

24. plt.plot(x, ys[b], color="deepskyblue", 
linewidth=2)

25. plt.text(0.15, y_max * 0.55, r"$\beta = 1$", 
fontsize=11)   # 위로

26. plt.text(0.75, y_max * 0.40, r"$\beta = 2$", 
fontsize=11)   # 위로

27. plt.text(1.05, y_max * 0.85, r"$\beta = 3.5$", 
fontsize=11) # 오른쪽으로

28. plt.xlabel("x", labelpad=10)

29. plt.ylabel(r"$f(x)$", rotation=0, labelpad=15)

30. plt.xlim(0, 2.2)

31. plt.ylim(0, y_max * 1.08)

32. plt.xticks([0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0])

33. plt.yticks([])

34. ax = plt.gca()

35. ax.spines["top"].set_visible(False)

36. ax.spines["right"].set_visible(False)

37. ax.spines["left"].set_linewidth(1.2)

38. ax.spines["bottom"].set_linewidth(1.2)

39. plt.tight_layout()

40. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 35> 𝛽에 따른 고장률 변화

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3.

4. # Hazard rate 정의

5. # Z(t) = α β t^(β-1)

6. def hazard_rate(t, alpha, beta):

7. return alpha * beta * t**(beta - 1)

8.

9. # 파라미터

10. alpha = 0.01

11. betas = [0.5, 1.0, 1.5]

12. # 시간 범위

13. t = np.linspace(0.01, 20, 2000)

14. plt.figure(figsize=(7, 4))

15.

16. # 곡선

17. for beta in betas:

18. z = hazard_rate(t, alpha, beta)

19. plt.plot(t, z, linewidth=2, label=fr"$\beta 
= {beta}$")

20. plt.xlabel("t", labelpad=10)

21. plt.ylabel("Z(t)", rotation=0, labelpad=15)

22. plt.legend()

23. plt.xlim(0, 20)

24. plt.ylim(0, hazard_rate(t, alpha, 1.5).max() * 
1.3)

25. ax = plt.gca()

26. ax.spines["top"].set_visible(False)

27. ax.spines["right"].set_visible(False)

28.

29. plt.tight_layout()

30. plt.show()
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•그래프 코드

• <그림 36> 예제 6.24 와이블 분포

부록#4

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3.

4. # 와이블분포

5. def weibull_pdf(x, alpha, beta):

6. # f(x) = αβ x^{β-1} exp(-α x^β), x ≥ 0

7. return alpha * beta * x**(beta - 1) * 
np.exp(-alpha * x**beta)

8.

9. # 파라미터

10. alpha = 0.01

11. beta = 2

12. # x 범위

13. x = np.linspace(0, 30, 2000)

14. y = weibull_pdf(x, alpha, beta)

15. plt.figure(figsize=(7, 3.5))

16.

17. # 밀도함수

18. plt.plot(x, y, color="deepskyblue", linewidth=2)

19. # 수직선(점선)

20. plt.vlines(8, 0, weibull_pdf(8, alpha, beta),

21. colors="deepskyblue", 
linestyles="dashed")

22. # 음영

23. mask = x <= 8

24. plt.fill_between(x[mask], y[mask],

25. color="deepskyblue", 
alpha=0.25)

26.

27. plt.text(14, max(y)*0.7, r"$\alpha=0.01$", 
fontsize=11)

28. plt.text(14, max(y)*0.6, r"$\beta=2$", 
fontsize=11)

29. plt.xlabel("x", labelpad=10)

30. plt.ylabel(r"$f(x)$", rotation=0, labelpad=15)

31. plt.xlim(0, 30)

32. plt.ylim(0, max(y) * 1.15)

33. plt.yticks([])

34. plt.xticks([0, 8, 16, 24])

35. ax = plt.gca()

36. ax.spines["top"].set_visible(False)

37. ax.spines["right"].set_visible(False)

38.

39. plt.tight_layout()

40. plt.show()
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  𝜇 =   ∫ A B  x f  ( x )   d x =  1  B − A   ∫ A B  x   d x =  1  B − A    [    x 2 2 ] A B


  =  1  B − A ×    B 2 −  A 2 2 =   A + B 2


  f  ( x ) =  1  B − A , 𝜇 =   A + B 2


   𝜎 2 = E  [    ( X − 𝜇 ) 2 ]


  =   ∫ A B     ( x − 𝜇 ) 2 f  ( x )   d x =  1  B − A   ∫ A B     ( x − 𝜇 ) 2   d x


  h =   B − A 2


  y = x − 𝜇


   𝜎 2 =  1  B − A   ∫  − h h   y 2   d y =  1  B − A    [    y 3 3 ]  − h h =  1  B − A ×   2  h 3 3 =      ( B − A ) 2 12


  X


   [ 0 , 4 ]


  f  ( x ) =  {        1 4 ,  0 ≤ x ≤ 4                  0 ,  그   외 의   경 우


  P  [ X ≥ 3 ] =   ∫ 3 4   1 4   d x =  1 4


  ∴ 25 %


  n  ( x ; 𝜇 , 𝜎 ) =  1   2 𝜋 𝜎  e  −  1  2  𝜎 2    ( x − 𝜇 ) 2 ,       − ∞ < x < ∞


  𝜇


  𝜎


  𝜇


   𝜎 2


  𝜎


  z =   x − 𝜇 𝜎 ,   d x = 𝜎 d z


  E  ( X − 𝜇 ) =   ∫  − ∞ ∞    x − 𝜇   2 𝜋 𝜎  e  −  1 2    (   x − 𝜇 𝜎 ) 2   d x =  1   2 𝜋   ∫  − ∞ ∞  z  e  −  1 2  z 2 d z = 0 = E  ( X ) − 𝜇


  ∴ E  ( X ) = 𝜇


  x  e  −  x  2  


  z =   x − 𝜇 𝜎 ,   d x = 𝜎 d z


  E  [    ( X − 𝜇 ) 2 ] =  1   2 𝜋 𝜎   ∫  − ∞ ∞     ( x − 𝜇 ) 2  e  −  1 2    [   x − 𝜇 𝜎 ] 2   d x =    𝜎 2   2 𝜋   ∫  − ∞ ∞   z 2  e  −    z 2 2   d z


  u = z , d v = z  e  −    z 2 2   d z


  d u = d z , v = −  e  −    z 2 2 므


  E  [    ( X − 𝜇 ) 2 ] =    𝜎 2   2 𝜋  (    − z  e    −    z 2 / 2 |  − ∞ ∞ +   ∫  − ∞ ∞   e  −    z 2 2   d z ) =    𝜎 2   2 𝜋  ( 0 +  2 𝜋 ) =  𝜎 2


  ∴ E  [    ( X − 𝜇 ) 2 ] =  𝜎 2


  x = 𝜇


  𝜇


  x = 𝜇 ± 𝜎


  𝜇 − 𝜎 < X < 𝜇 + 𝜎


  𝜇


  𝜎


  X


  Z =   X − 𝜇 𝜎


  X


  Z


  X


   x 1


   x 2


  Z


   z 1


   z 2


  P  (  x 1 < X <  x 2 ) =  1   2 𝜋 𝜎   ∫   x 1   x 2   e  −  1  2  𝜎 2    ( x − 𝜇 ) 2   d x =  1   2 𝜋   ∫   z 1   z 2   e  −  1 2  z 2   d z


  =   ∫   z 1   z 2  n  ( z ; 0 , 1 )   d z = P  (  z 1 < Z <  z 2 )


  Z


  z


  z


  z


  z = 0 . 83


  z = 0 . 835


  z 의


  z = 3 . 49


  P ( Z > 3 . 49 )


  z = 1 . 84


  z = − 1 . 97


  z = 0 . 86


  z = 1 . 84


  z = 1 . 84


  ∴ P  ( Z > 1 . 84 ) = 1 − P  ( Z < 1 . 84 )


  = 1 − 0 . 9671 = 0 . 0329   ( = P  ( Z < − 1 . 84 ) )


  z = 1 . 84


  z = − 1 . 97


  z = 0 . 86


  z = − 1 . 97


  z = 0 . 86


  z = 0 . 86


  z = − 1 . 97


  ∴ P  ( − 1 . 97 < Z < 0 . 86 ) = P  ( Z < 0 . 86 ) − P  ( Z < − 1 . 97 ) = 0 . 8051 − 0 . 0244 = 0 . 7807


  k


  P  ( Z > k ) = 0 . 3015


  P  ( k < Z < − 0 . 18 ) = 0 . 4197


  k


  ∴ k = 0 . 52  ( ∵ P  ( Z < k ) = 0 . 6985 )


  − 0 . 18


  k


  − 0 . 18


  k


  ∴ k = − 2 . 37   ( ∵ P  ( Z < k ) = 0 . 0089 )


  𝜇 = 50


  𝜎 = 10


  X


   x 1 = 45


   x 2 = 62


  z


   z 1 =   45 − 50 10 = − 0 . 5 ,    


   z 2 =   62 − 50 10 = 1 . 2  


  P  ( 45 < X < 62 ) = P ( − 0 . 5 < Z < 1 . 2 )


  z = 1 . 2


  z = − 0 . 5


  P  ( 45 < X < 62 ) = P  ( − 0 . 5 < Z < 1 . 2 ) = P  ( Z < 1 . 2 ) − P  ( Z < − 0 . 5 )


  = 0 . 8849 − 0 . 3085 = 0 . 5764


  ∴


  X


  𝜇 = 300


  𝜎 = 50


  X


  x = 362


  z


  z


  z =   362 − 300 50 = 1 . 24


  P  ( X > 362 ) = P  ( Z > 1 . 24 ) = 1 − P  ( Z < 1 . 24 ) = 1 − 0 . 8925 = 0 . 1075


  ∴


  X


  𝜇 = 40


  𝜎 = 6


  x


  x


  z


  P  ( Z < − 0 . 13 ) = 0 . 45


  z = − 0 . 13


  ∴


  x =  ( 6 )  ( − 0 . 13 ) + 40 = 39 . 22


  z


  P  ( Z < 1 . 08 ) = 0 . 86


  z = 1 . 08


  ∴


  x =  ( 6 )  ( 1 . 08 ) + 40 = 46 . 48


  어


  P ( X < 2 . 3 )


  z


  z =   2 . 3 − 3  0 . 5 = − 1 . 4


  P  ( X < 2 . 3 ) = P  ( Z < − 1 . 4 ) = 0 . 0808


  ∴


  어


   x 1 = 778


   x 2 = 834


  z


   x 1 =   778 − 800 40 = − 0 . 55


   x 2 =   834 − 800 40 = 0 . 85


  P  ( 778 < X < 834 ) = P  ( − 0 . 55 < Z < 0 . 85 )


  = P  ( Z < 0 . 85 ) − P  ( Z < − 0 . 55 )


  = 0 . 8023 − 0 . 2912 = 0 . 5111


  ∴


  ±


   x 1 = 2 . 99


   x 2 = 3 . 01


  z


   z 1 =   2 . 99 − 3 . 0  0 . 005 = − 2 . 0


   z 2 =   3 . 01 − 3 . 0  0 . 005 = 2 . 0


  P  ( 2 . 99 < X < 3 . 01 ) = P  ( − 2 . 0 < Z < 2 . 0 )


  P  ( Z < − 2 . 0 ) = 0 . 0228


  P  ( Z < − 2 . 0 ) + P  ( Z > 2 . 0 ) = 2 × 0 . 0228 = 0 . 0456


  ∴


  ±   d


  d


  P  ( Z < − 1 . 96 ) = 0 . 025


  P  ( − 1 . 96 < Z < 1 . 96 ) = 0 . 95


  1 . 96 =    ( 1 . 50 + d ) − 1 . 50  0 . 2


  d =  ( 0 . 2 )  ( 1 . 96 ) = 0 . 392


  ∴


  1 . 50 ± 0 . 392


  40   Ω


  2   Ω


  43   Ω


  x = 43


  z


  z =   43 − 40 2 = 1 . 5


  43   Ω


  P  ( X > 43 ) = P  ( Z > 1 . 5 ) = 1 − P  ( Z < 1 . 5 ) = 0 . 9332 = 0 . 0668


  ∴ 43   Ω


  43   Ω


  42 . 5   Ω


  43 . 5   Ω


  43   Ω


  43   Ω


  43 . 5   Ω


  x = 43 . 5


  z


  z =   43 . 5 − 40 2 = 1 . 75


  P  ( X > 43 . 5 ) = P  ( Z > 1 . 75 ) = 1 − P  ( Z < 1 . 75 ) = 1 − 0 . 9599 = 0 . 0401


  ∴


  43   Ω


  4 . 01 %


  6 . 68 % − 4 . 01 % = 2 . 67 %


  43   Ω


  43 . 5   Ω


  𝜇 = 74


  𝜎 = 7


  P  ( X > k ) = 0 . 12


  z


  P  ( Z > 1 . 18 ) = 1 − P  ( Z < 1 . 18 ) = 1 − 0 . 88 = 0 . 12


  z = 0 . 12


  x = 𝜎 z + 𝜇


  x =  ( 7 )  ( 1 . 18 ) + 74 = 82 . 26


  ∴


   D 6


  P  ( X < k ) = 0 . 6


  P ( Z < 0 . 25 ) ≈ 0 . 6


  x = 𝜎 z + 𝜇


  x =  ( 7 )  ( 0 . 25 ) + 74 = 75 . 75


  ∴


   D 6 = 75 . 75


  n


  b ( x ; n , p )


  𝜇 = n p


   𝜎 2 = n p q


  q = 1 − p  


  n


  p


  X


  𝜇 = n p


   𝜎 2 = n p q


  n → ∞


  Z =   X − n p   n p q


  n ( z ; 0 , 1 )


  n


  p


  n


  n


  p


   1 2


  n


  p


  p


   1 2


  n


  x


  x ± 0 . 5


  x


  x


  x + 0 . 5


  x


  x


  x − 0 . 5


  n


  p


  X


  𝜇 = n p


   𝜎 2 = n p q = n p ( 1 − p )


  P  ( X ≤ x ) =   ∑  k = 0 x  b ( k ; n , p )


  ≈ P  ( Z ≤   x + 0 . 5 − n p   n p q )


  n p


  n ( 1 − p )


  b ( x ; 15 , 0 . 4 )


  P ( 7 < X < 9 )


  X


  n = 100


  𝜇 = n p =  ( 100 )  ( 0 . 4 ) = 40


  𝜎 =  n p q =  ( 100 ) ( 0 . 4 ) ( 0 . 6 ) = 4 . 899


  x = 29 . 5


  z


  z =   29 . 5 − 40  4 . 899 = − 2 . 14


  P  ( X < 30 ) ≈ P  ( Z < − 2 . 14 ) = 0 . 0162


  ∴


  X


  P  ( 25 ≤ X ≤ 30 ) =   ∑  x = 25 30  b ( x ; 80 ,  1 4 )


  𝜇 = n p =  ( 80 )  (  1 / 4 ) = 20


  𝜎 =  n p q =  ( 80 ) (  1 / 4 ) (  3 / 4 ) = 3 . 873 인


   x 1 = 24 . 5


   x 2 = 30 . 5


   z 1 =   24 . 5 − 20  3 . 873 = 1 . 16


   z 2 =   30 . 5 − 20  3 . 873 = 2 . 71


  P  ( 25 ≤ X ≤ 30 ) =   ∑  x = 25 30  b ( x ; 80 ,    1 4 ) ≈ P  ( 1 . 16 < Z < 2 . 71 )  


  = P  ( Z < 2 . 71 ) − P  ( Z < 1 . 16 )


  = 0 . 9966 − 0 . 8770 = 0 . 1196


  ∴


  Γ  ( 𝛼 ) =   ∫ 0 ∞   x  𝛼 − 1  e  − x   d x


  𝛼 > 0


  n


  Γ  ( n ) = ( n − 1 ) ( n − 2 ) ⋯  ( 1 ) Γ  ( 1 )


  Γ  ( 1 ) = 1


  n


  Γ  ( n ) =  ( n − 1 ) !


  Γ  (  1 2 ) =  𝜋


  Γ  ( n ) =  ( n − 1 )  ( n − 2 ) ⋯  ( 1 ) Γ  ( 1 )


  n


  u =  x  𝛼 − 1 , d v =  e  − x   d x


  Γ  ( 𝛼 ) =    −  e  − x  x  𝛼 − 1 | 0 ∞ +   ∫ 0 ∞   e  − x  ( 𝛼 − 1 )  x  𝛼 − 2   d x = 0 + ( 𝛼 − 1 )   ∫ 0 ∞   x  𝛼 − 2  e  − x   d x


  𝛼 > 1


  Γ  ( 𝛼 ) =  ( 𝛼 − 1 ) Γ ( 𝛼 − 1 )


  Γ  ( 𝛼 ) =  ( 𝛼 − 1 ) Γ  ( 𝛼 − 1 ) =  ( 𝛼 − 1 )  ( 𝛼 − 2 ) Γ ( 𝛼 − 2 ) ⋯


  Γ  ( 𝛼 ) =  ( 𝛼 − 1 )  ( 𝛼 − 2 ) ⋯ ( 1 ) Γ ( 1 )


  𝛼 = n


  n


  Γ  ( n ) =  ( n − 1 )  ( n − 2 ) ⋯ ( 1 ) Γ ( 1 )


  Γ  ( 1 ) = 1


  Γ  ( 1 ) =   ∫ 0 ∞   e  − x   d x =    −  e  − x | 0 ∞ = 1


  Γ  ( n ) =  ( n − 1 ) !


  n


  Γ  ( n ) =  ( n − 1 )  ( n − 2 ) ⋯  ( 1 ) Γ  ( 1 )


  Γ  ( 1 ) = 1


  Γ  ( n ) =  ( n − 1 ) !


  Γ  (  1 2 ) =  𝜋


  Γ  (  1 2 ) =   ∫ 0 ∞   t  −  1 2  e  − t   d t =   ∫ 0 ∞     e  − t   t   d t


  t =  y 2


  y > 0


  d t = 2 y d y ,    t = y


  Γ  (  1 2 ) =   ∫ 0 ∞     e  −  y 2 y 2 y d y =   ∫ 0 ∞  2  e  −  y 2   d y = 2   ∫ 0 ∞   e  −  y 2 d y


  Γ    (  1 2 ) 2 = 4  (   ∫ 0 ∞   e  −  x 2   d x )  (   ∫ 0 ∞   e  −  y 2   d y ) = 4   ∫ 0 ∞    ∫ 0 ∞   e  −  (  x 2 +  y 2 )   d x   d y


   x 2 +  y 2 =  r 2 ,     d x d y = r d r d 𝜃


  x , y ≥ 0


  Γ    (  1 2 ) 2 = 4   ∫ 0   𝜋 2    ∫ 0 ∞   e  −  r 2   r   d r d 𝜃


    ∫ 0   𝜋 2    d 𝜃 =  𝜋 2


  Γ    (  1 2 ) 2 = 4 ×  𝜋 2   ∫ 0 ∞   e  −  r 2   r d r = 2 𝜋   ∫ 0 ∞   e  −  r 2   r d r


  Γ  (  1 2 ) =  𝜋


  u =  r 2 , d u = 2 r   d r


  Γ    (  1 2 ) 2 = 2 𝜋   ∫ 0 ∞   e  −  r 2   r   d r = 2 𝜋 ×  1 2   ∫ 0 ∞   e  − u   d u = 𝜋


  ∴ Γ    (  1 2 ) 2 = 𝜋


  Γ  (  1 2 ) =  𝜋


  𝛼


  f  ( x ; 𝛼 , 𝛽 ) =  {        1   𝛽 𝛼 Γ ( 𝛼 )  x  𝛼 − 1  e  −  x 𝛽 ,  x > 0                                                                                                                                                          0 ,  그   외 의   경 우 ( 단 ,   𝛼 > 0 ,   𝛽 > 0 )


  x


  𝛼


  𝛽


  𝛼 ,   𝛽


  𝛼


  𝛽


  𝜇 = 𝛼 𝛽


  𝜇 = E  ( X ) =  1   𝛽 2 Γ ( 𝛼 )   ∫ 0 ∞   x 𝛼  e  −  x 𝛽 d x


  y =  x 𝛽 라


  𝜇 =  𝛽  Γ ( 𝛼 )   ∫ 0 ∞   y 𝛼  e  − y d x =   𝛽 Γ ( 𝛼 + 1 )  Γ ( 𝛼 ) = 𝛼 𝛽


   𝜎 2 = 𝛼  𝛽 2


  E  (  X 2 ) =


     𝛽 2 Γ ( 𝛼 + 2 )  Γ ( 𝛼 ) =  ( 𝛼 + 1 ) 𝛼  𝛽 2


   𝜎 2 = E  (  X 2 ) −  𝜇 2 =  ( 𝛼 + 1 ) 𝛼  𝛽 2 −  𝛼 2  𝛽 2 = 𝛼  𝛽 2


  𝛽


  𝛼


  𝛼 ,   𝛽


  f  ( x ; 𝛽 ) =  {        1 𝛽  e  −  x 𝛽 ,  x > 0                                                                                          0 ,  그   외 의   경 우 ( 단 ,   𝛽 > 0 )


  x ,   𝛽


  𝛽


  𝛼 = 1


  𝜇 = 𝛽


   𝜎 2 =  𝛽 2


  𝛽


  𝛽


  t


  p  ( 0 ; 𝜆 t ) =    e  − 𝜆 t    ( 𝜆 t ) 0  0 ! =  e  − 𝜆 t


  X


  P  ( X > x )  


  x


  P  ( X > x ) =  e  − 𝜆 x


  X


  P  ( 0 ≤ X ≤ x ) = 1 −  e  − 𝜆 x


  𝜆 =  1 𝛽


  f  ( x ) = 𝜆  e  − 𝜆 x


  P ( X ≥ t )


  P  (  X ≥  t 0 + t |  X ≥  t 0 ) = P ( X ≥ t )


   t 0


  t


  t


  P  ( X > x ) =  e  − 𝜆 x


  P  ( X ≥  t 0 + t ) =  e  − 𝜆 (  t 0 + t ) ,   P  ( X ≥  t 0 ) =  e  − 𝜆  t 0 , P  ( X ≥ t ) =  e  − 𝜆 t


  P  (  X ≥  t 0 + t |  X ≥  t 0 ) =   P  ( X ≥  t 0 + t )  P  ( X ≥  t 0 ) =    e  − 𝜆 (  t 0 + t )   e  − 𝜆  t 0 =    e  − 𝜆  t 0 ×  e  − 𝜆 t   e  − 𝜆  t 0 =  e  − 𝜆 t


  ∴ P  (  X ≥  t 0 + t |  X ≥  t 0 ) = P  ( X ≥ t ) =  e  − 𝜆 t


   t 0


  t


  T


  T


  𝛽 = 5


  P  ( T > 8 ) =  1 5   ∫ 8 ∞   e  −  t 5   d t =  e  −  8 5 ≈ 0 . 2


  X


  n = 5 ,   p ≈ 0 . 2


  b ( x ; 5 , 0 . 2 )


  P  ( X ≥ 2 ) =   ∑  x = 2 5  b ( x ; 5 , 0 . 2 ) = 1 −   ∑  x = 0 1  b  ( x ; 5 , 0 . 2 )


  = 1 − 0 . 7373 = 0 . 2627


  ∴


  X


  𝛼 = 2 ,   𝛽 =  1 5


  P  ( X ≤ 1 ) =   ∫ 0 1   1   𝛽 2 x  e  − x / 𝛽   d x = 25   ∫ 0 1  x  e  − 5 x   d x


  = 1 −  e  − 5  ( 1 + 5 ) = 0 . 96


  ∴


  𝛼 = 5


  𝛽 = 10


  X


  P  ( X ≤ 60 ) =  1   𝛽 5   ∫ 0 60     x  𝛼 − 1  e  −  x 𝛽  Γ ( 5 )   d x


  F  ( x ; 𝛼 ) =   ∫ 0 x     y  𝛼 − 1  e  − y  Γ ( 𝛼 )   d y


  y =  x 𝛽


  x = 𝛽 y


  P  ( X ≤ 60 ) =   ∫ 0 6     y 4  e  − y  Γ ( 5 )   d y


  F ( 6 ; 5 )


  P  ( X ≤ 60 ) = F  ( 6 ; 5 ) = 0 . 715


  ∴


  𝛼 = 2


  𝛽 = 4


  X


  P  ( X ≥ 20 ) = 1 −  1   𝛽 𝛼   ∫ 0 20     x  𝛼 − 1  e  −  x 𝛽  Γ  ( 𝛼 )   d x


  y =  x 𝛽 ,   x = 𝛽 y


  F  ( 5 ; 2 ) = 0 . 96


  P  ( X ≥ 20 ) = 1 −   ∫ 0 5    y  e  − y  Γ  ( 2 )   d y = 1 − F  ( 5 ; 2 ) = 1 − 0 . 96 = 0 . 04


  ∴


  Y


  f  ( y ) =  {        1 4  e  −  y 4 ,  y ≥ 0                                                  0 ,  그   외 의   경 우


  𝜇 = 4


  F  ( y ) =  1 𝛽   ∫ 0 y   e  −  t 𝛽   d t = 1 −  e  −  y 𝛽


  P  ( Y > 6 ) = 1 − F  ( 6 ) =  e  −  3 2 = 0 . 2231


  ∴


  22 . 31 %


  P  ( Y < 1 ) = 1 −  e  −  1 4 = 1 − 0 . 7788 = 0 . 2212


  ∴


  22 . 12 %


  f  ( x ; v ) =  {        1   2   v 2 Γ (  v 2 )  x   v 2 − 1  e  −  x 2 ,  x > 0                                                                                                                                                            0 ,  그   외 의   경 우 ( 단 ,   v 는   양 의   정 수 )  


  x


  v


  𝜇 = v


   𝜎 2 = 2 v


  감마분포


  𝛼 =  v 2 ,   𝛽 = 2


  𝛼 , 𝛽 > 0


  Γ ( 𝛼 )


  B  ( 𝛼 , 𝛽 ) =   ∫ 0 1   x  𝛼 − 1    ( 1 − x )  𝛽 − 1   d x =   Γ  ( 𝛼 ) Γ  ( 𝛽 )  Γ  ( 𝛼 + 𝛽 )


  Γ  ( 𝛼 ) Γ  ( 𝛽 ) =  (   ∫ 0 ∞   x  𝛼 − 1  e  − x   d x )  (   ∫ 0 ∞   y  𝛽 − 1  e  − y   d y )


  =   ∫ 0 ∞    ∫ 0 ∞   x  𝛼 − 1  y  𝛽 − 1  e  −  ( x + y )   d x   d y


  t = x + y ,   s =  x  x + y


  x = s t ,   y =  ( 1 − s ) t ,   d x   d y = t   d s   d t


   x  𝛼 − 1  y  𝛽 − 1  e  −  ( x + y ) =    ( s t )  𝛼 − 1    (  ( 1 − s ) t )  𝛽 − 1  e  − t =  s  𝛼 − 1  t  𝛼 − 1    ( 1 − s )  𝛽 − 1  t  𝛽 − 1  e  − t =  s  𝛼 − 1    ( 1 − s )  𝛽 − 1  t  𝛼 + 𝛽 − 2  e  − t


  Γ  ( 𝛼 ) Γ  ( 𝛽 ) =   ∫ 0 ∞    ∫ 0 1   s  𝛼 − 1    ( 1 − s )  𝛽 − 1  t  𝛼 + 𝛽 − 1  e  − t   d s   d t


  =  (   ∫ 0 ∞   t  𝛼 + 𝛽 − 1  e  − t   d t )  (   ∫ 0 1   s  𝛼 − 1    ( 1 − s )  𝛽 − 1   d s ) = Γ  ( 𝛼 + 𝛽 ) B  ( 𝛼 , 𝛽 )


  ∴ B  ( 𝛼 , 𝛽 ) =   Γ  ( 𝛼 ) Γ  ( 𝛽 ) /  Γ  ( 𝛼 + 𝛽 )


  f  ( x ) =  {        1  B  ( 𝛼 , 𝛽 )  x  𝛼 − 1   ( 1 − x )  𝛽 − 1 ,  0 < x < 1                                                                                                                                            0 ,  그   외 의   경 우 ( 단 ,   𝛼 > 0 ,   𝛽 > 0 )


  x


  X


  𝛼


  𝛽


  𝛼 ,   𝛽


  𝜇 =  𝛼  𝛼 + 𝛽


   𝜎 2 =   𝛼 𝛽     ( 𝛼 + 𝛽 ) 2  ( 𝛼 + 𝛽 + 1 )


  𝛼 = 1 ,   𝛽 = 1


  [ 0 , 1 ]


  𝛼 ,   𝛽


  f  ( x ; 𝜇 , 𝜎 ) =  {        1   2 𝜋 𝜎 x  e  −  1  2  𝜎 2    [  ln ⁡   ( x ) − 𝜇 ] 2 ,  x ≥ 0                                                                              0 ,  x < 0


  x


  X


  𝛼


  𝛽


  𝜇 =  e  𝜇 +    𝜎 2 2


   𝜎 2 =  e  2 𝜇 +  𝜎 2 (  e   𝜎 2 − 1 )


  ln ⁡ ( X )


  𝜇 ,   𝜎


  𝜇 = 3 . 2


  𝜎 = 1


  X


  P  ( X > 8 ) = 1 − P  ( X ≤ 8 )


  ln ⁡ ( X )


  𝜇 = 3 . 2


  𝜎 = 1


  P  ( X ≤ 8 ) = Φ  [    ln ⁡   ( 8 ) − 3 . 2 1 ] = Φ  ( − 1 . 12 ) = 0 . 1314


  Φ


  P  ( X > 8 ) = 1 − P  ( X ≤ 8 ) = 1 − 0 . 1314   = 0 . 8686


  ∴


  𝜇 = 5 . 149


  𝜎 = 0 . 737


  X


  P  ( Z < − 1 . 645 ) = 0 . 0500


   ln ⁡   ( x )


  𝜇 = 5 . 149


  𝜎 = 0 . 737


   ln ⁡   ( x ) = 5 . 149 +  ( 0 . 737 )  ( − 1 . 645 ) = 3 . 937


  ∴


  x = 51 . 265


  f  ( x ; 𝛼 , 𝛽 ) =  {       𝛼 𝛽  x  𝛽 − 1  e  − 𝛼  x 𝛽 ,  x > 0                                                                                                                                                      0 ,  그   외 의   경 우 ( 단 ,   𝛼 > 0 ,   𝛽 > 0 )


  x


  𝛼


  𝛽


  𝛼 = 1


  𝛽


  𝜇 =  𝛼  −  1 𝛽 Γ  ( 1 +  1 𝛽 )


   𝜎 2 =  𝛼  −  2 𝛽  { Γ  ( 1 +  2 𝛽 ) −    [ Γ  ( 1 +  1 𝛽 ) ] 2 }


  𝛽 = 1


  F  ( x ) = 1 −  e  − 𝛼  x 𝛽


  x ≥ 0 ,   𝛼 > 0 ,   𝛽 > 0


  𝛼 = 1


  𝛽


  R ( t )


  t


  R  ( t ) = P  ( T > t ) =   ∫ t ∞  f  ( t )   d t = 1 − F ( t )


  F ( t )


  T


  t


  T = t


  T = t + ∆ t


    F  ( t + ∆ t ) − F  ( t )  R  ( t )


  ∆ t


  ∆ t → 0


  Z ( t )


  Z  ( t ) =    lim  t → 0 ⁡    F  ( t + ∆ t ) − F  ( t )  ∆ t  1  R  ( t ) =    F ′  ( t )  R  ( t ) =   f  ( t )  R  ( t ) =   f  ( t )  1 − F  ( t )


  =   𝛼 𝛽  t  𝛽 − 1  e  − 𝛼  t 𝛽  1 − 1 +  e  − 𝛼  t 𝛽 = 𝛼 𝛽  t  𝛽 − 1


  Z  ( t ) = 𝛼 𝛽  t  𝛽 − 1


  t


  t


  ∆ t


  𝛽 = 1


  𝛼


  𝛽 > 1


  Z ( t )


  𝛽 < 1


  Z ( t )


  𝛽


  𝛼 = 0 . 01


  𝛽 = 2


  P  ( X < 8 ) = F  ( 8 ) = 1 −  e  −  ( 0 . 01 )  8 2 = 1 − 0 . 5273 = 0 . 4727


  예


  n


  p


  p


   1 2


  𝛼 ,   𝛽


  𝛽


  𝛼 ,   𝛽


  ln ⁡ ( X )


  𝜇 ,   𝜎


  ln ⁡ ( X )


  𝜇 ,   𝜎


  예


  예


  𝛼 = 1


  𝛽


  𝛽


  예

