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• 관련 용어

• 모집단(Population)
• 정의

• 관심이 있는 대상과 관련된 모든 관측가능한 값의 집합

• 특징
• 범위가 넓어 현실적으로 전체를 전부 조사하기 어려움

• e.g., 대한민국에 거주하는 20대 남성

• 표본(Sample)
• 정의

• 모집단에서 조사 대상으로 추출한 일부 관측 값의 집합

• 특징
• 모집단에서 일부를 추출하여 모집단의 성질을 추측

• e.g., 대한민국에 거주하는 20대 남성 중 무작위로 뽑은 1,000명

확률표본
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• 확률표본

• 정의
• 모집단에 속한 표본점들이 표본으로 추출될 확률이 모두 

동일하다는 조건 하에서 추출된 표본

• 필요성
• 표본 추출 시, 발생할 수 있는 편향(Bias)을 예방하기 위해 

확률표본 선택

• 특징

• 추출된 표본들은 상호 독립적이고 동일한 모집단에서 
추출되었으므로 동일한 분포를 가짐

• 서로 독립인 𝑛개의 확률변수 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛이 동일한 확률분포 
𝑓(𝑥)를 따를 때, 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛을 모집단 𝑓(𝑥)로부터의 크기 
𝑛인 확률표본이라고 부르고, 결합확률분포는 
𝑓(𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2) ⋯ 𝑓(𝑥𝑛)가 됨

확률표본

*편향(Bias)

과대추정 및 과소추정을 하여 추정량이 모수의 실제 값에서 벗어나는 현상.

*표본점(Sample Point)

모집단에서 하나의 관측 값을 나타내는 개별 대상.
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• 통계량(Statistic)

• 정의
• 확률표본을 구성하는 확률변수들의 함수

• 예시
• 특정 상표의 커피에 대한 선호도 조사

• 모든 커피 애호가들을 대상으로 전부 조사하는 것은 불가능

• 대표본(Large Sample)을 추출하여 특정 커피의 선호도 𝑝에 대한 
정보 Ƹ𝑝를 조사

• Ƹ𝑝는 참 값인 𝑃를 추론하는데 사용

• Ƹ𝑝는 확률표본의 측정된 값의 함수이므로 표본에 따라 그 값이 달라짐

• Ƹ𝑝는 확률변수 𝑃에 대한 실제 값으로 표본에 따라 달라지는 값

• 이와 같은 확률변수를 통계량이라 부름

대표적 통계량

*대표본(Large Sample)

표본의 크기(𝑛)이 30 이상인 표본.
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• 표본의 중심위치

• 정의

• 데이터의 분포에서 중심이 되는 위치를 나타내는 대푯값

• 종류
• 평균(Mean)

• 모든 값을 더한 뒤 개수로 나눈 값

• ത𝑋 =
1

𝑛
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖

• 중앙값(Median)
• 크기순으로 나열 시 정가운데에 있는 값

• ෤𝑥 = ൞

𝑥𝑛+1

2
, 𝑛이 홀수일 경우

1

2
(𝑥𝑛

2
+ 𝑥 𝑛

2
+1

), 𝑛이 짝수일 경우

• 최빈값(Mode)
• 가장 많이 발생한 표본값

대표적 통계량
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• 표본의 중심위치

• 예제 8.1

대표적 통계량

관측값들이 다음과 같다고 하자.

0.32, 0.53, 0.28, 0.37, 0.47, 0.43, 0.36, 0.42, 0.38, 0.43
이때 최빈값는 어떤 값인가?

• 풀이

• 0.43이 가장 많이 등장

∴ 0.43
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• 표본의 산포(Variability) (1/5)

• 정의
• 데이터가 중심위치로부터 퍼짐 정도를 나타내는 척도

• 종류 (1/5)
• 표본분산(Sample Variance)

• 표본표준편차(Sample Standard Deviation)

• 표본범위(Sample Range)

대표적 통계량
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• 표본의 산포(Variability) (2/5)

• 종류 (2/5)
• 표본분산(Sample Variance) (1/2)

• 모집단에서 추출한 표본의 흩어진 정도를 나타내는 통계량

• 𝑆2 =
1

𝑛−1
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋 2

• 𝑆2이 크기가  𝑛인 확률표본의 분산일 경우 아래와 같이 표기 가능

• 𝑆2 =
1

𝑛 𝑛−1
𝑛 σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖
2 − σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖
2

대표적 통계량

정의에 의하여

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 − ത𝑋 2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖
2 − 2 ത𝑋𝑋𝑖 + ത𝑋2 =

1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖
2 − 2 ത𝑋 ෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 + 𝑛 ത𝑋2

ത𝑋를 σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖

𝑛
로 치환하고 분모, 분자에 𝑛을 곱하면 다음 식을 얻을 수 있음

𝑆2 =
1

𝑛 𝑛 − 1
𝑛 ෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖
2 − ෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖

2
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• 표본의 산포(Variability) (3/5)

• 종류 (3/5)
• 표본분산(Sample Variance) (2/2)

• 예제 8.2

대표적 통계량

샌디에이고에 있는 상점 중 임의로 4곳을 선택하여 200g짜리 병커피의 가격을 

비교해 본 결과 지난 달보다 12, 15, 17, 20센트씩 인상되었다. 가격인상에 대한 

이 확률분포의 분산을 구하라.

• 풀이

• 표본평균

• ҧ𝑥 =
𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4

4
=

12+15+17+20

4
= 16센트

• s2 =
1

3
σ𝑖=1

4 𝑥𝑖 − 16 2 =
12−16 2+ 15−16 2+ 17−16 2+ 20−16 2

3
=

−4 2+ −1 2+ 1 2+ 4 2

3
=

34

3

∴
34

3
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• 표본의 산포(Variability) (4/5)

• 종류 (4/5)
• 표본표준편차(Sample Standard Deviation)

• 모집단에서 추출한 표본이 표본평균을 중심으로 얼마나 퍼져 있는
지를 나타내는 측정값

• 𝑆 = 𝑆2

• 표본범위(Sample Range)
• 모집단에서 최댓값과 최솟값의 차이

• 𝑅 = 𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛

대표적 통계량
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• 표본의 산포(Variability) (5/5)

• 종류 (5/5)
• 예제 8.3

대표적 통계량

1996년 6월 19일 무스코가 호수에서 임의로 선정된 6명의 낚시꾼들에 의해 잡힌 

송어의 수는 3, 4, 5, 6, 6, 7마리였다. 이때 표본분산, 표본표준편차, 표본범위를 

구하라.

• 풀이

• σ𝑖=1
6 𝑥𝑖

2 = 171, σ𝑖=1
6 𝑥𝑖 = 31, 그리고 𝑆 = 6이므로, 

• s2 =
1

6 (5)
6 171 − 31 2 =

13

6

∴ 분산은
13

6
, 표본표준편차(𝑠)는

13

6
≈ 1.47, 표본범위는 7 − 3 = 4이므로 4
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• 확률표본

• 대표적 통계량

• 표본분포

• 𝑡 분포

• 𝐹 분포

• 분위수와 확률 그림

목 차
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• 표본분포(Sampling Distribution)

• 정의
• 동일한 모집단에서 반복적으로 표본을 추출하여 얻은 

통계량의 확률분포

• 특징

• 표본 자체가 아닌 표본평균, 표본비율 등 통계량의 분포

• 표본의 크기와 추출 방법에 따라 분포의 형태가 달라짐

• 표본을 반복 추출할수록 통계량의 분포 특성을 파악하기 쉬움

• 필요성
• 모집단 전체 조사가 어려울 경우, 선택된 표본의 통계량으로 

모집단의 특성 추정 가능
• e.g., 표본평균의 분포, 표본분산의 분포

표본분포
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• 표본평균의 분포 (1/5)

• 개요
• 표본평균 ത𝑋의 확률분포

• 특징
• 평균이 𝜇, 분산이 𝜎2인 정규모집단으로부터 크기 𝑛의 

확률표본 추출 시, 확률표본 𝑋𝑖(𝑖 = 1,2, … , 𝑛)은 모집단과 
동일한 정규분포를 따름
• 분포의 평균 𝜇 ҧ𝑥

• 𝜇 ത𝑋 =
1

n
𝜇 + 𝜇 + ⋯ + 𝜇 = 𝜇

• 분포의 분산 𝜎ത𝑋
2

• 𝜎ത𝑋
2 =

1

n
𝜎2 + 𝜎2 + ⋯ + 𝜎2 =

𝜎2

𝑛

• 중심극한정리(Central Limit Theorem)에 의하여 표본의 
크기가 상당히 클 경우, 표본평균의 분포는 근사적으로 

평균이 𝜇, 분산이
𝜎2

𝑛
인 정규분포를 따름

표본분포

정리 7.11

ത𝑋 =
1

𝑛
𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛
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• 표본평균의 분포 (2/5)

• 중심극한정리(Central Limit Theorem)
• 정리

• 특징 (1/2)
• 𝑛 = 30 기준

• 𝑛이 30이상일 경우, 모집단의 분포에 관계 없이 ത𝑋에 대한 정규분포의 근사

• 𝑛이 30미만일 경우, 모집단의 분포가 정규분포에 근사할 경우에만 
정규분포로의 근사

표본분포

평균이 𝜇이고, 분산이 𝜎2인 모집단으로부터 크기가 𝑛인 확률표본을 추출했을 때,

표본의 평균에 대해서

𝑍 =
ത𝑋 − 𝜇

Τ𝜎 𝑛
는 𝑛이 상당히 클 때 표준정규분포(𝑧; 0,1)에 접근
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• 표본평균의 분포 (3/5)

• 중심극한정리(Central Limit Theorem)
• 특징 (2/2)

• 𝑛이 커짐에 따라 정규분포에 근사

• ത𝑋 의 평균은 표본에 관계없이 항상 𝜇

• ത𝑋 의 분산은 𝑛이 커질수록 감소

표본분포

<그림 1> 중심극한정리 예시
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• 표본평균의 분포 (4/5)

• 예제 8.4

표본분포

어떤 전구생산공장에서 생산되는 전구의 수명은 평균이 800시간이고, 표준편차가 

40시간인 정규분포를 따른다고 알려져 있다. 임의로 추출된 16개의 전구의 

평균수명이 775시간 미만일 확률을 구하라.

• 풀이

• ത𝑋의 분포는 𝜇 ത𝑋 = 800, 𝜎ത𝑋
2 =

40

16
= 10인 정규분포를 따름

• 구하고자 하는 확률값은 그림 2 속 색칠된 부분

• ҧ𝑥 = 775에 해당하는 표준정규계수 𝑧

• 𝑧 =
775−800

10
= −2.5 

• 구하고자 하는 확률값

•  𝑃 ത𝑋 < 775 = 𝑃 𝑍 < −2.5 = 0.0062
∴ 0.0062

<그림 2> 예제 8.4 그림
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• 표본평균의 분포 (5/5)

• 예제 8.5

표본분포

어느 대학의 두 캠퍼스 사이를 운행하는 셔틀버스이 운행시간은 평균 28분,

표준편차 5분의 분포를 따른다고 한다. 어느 한 주 동안 40번의 운행이 있었다고 

할 때, 평균 운행시간이 30분보다 길 확률은 얼마인가? 평균시간은 분단위로 

반올림하여 측정한다고 가정한다.

• 풀이

• 𝜇 = 28, 𝜎 = 3, 𝑛 = 3일 때, 𝑃 ത𝑋 > 30 을 구하면 됨

• 시간은 분 단위로 반올림 측정되므로 ҧ𝑥가 30보다 크다는 것은 ҧ𝑥 > 30.5와 동일

• P ത𝑋 > 30 = 𝑃
ത𝑋−28

Τ5 40
≥

30.5−28

Τ5 40
= 𝑃 𝑍 ≥ 3.16 = 0.0008

∴ 0.0008

<그림 3> 예제 8.5 그림
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• 두 표본평균 차이의 분포 (1/2)

• 정리

• 특징
• 두 표본의 크기 𝑛1과 𝑛2가 30이상일 경우, 두 모집단의 

분포에 관계 없이 정규근사

• 𝑛1과 𝑛2가 30보다 작더라도, 두 모집단이 명백하게 
비정규모집단이 아닌 한 어느 정도 정규근사

• 두 모집단이 모두 정규모집단일 경우, 표본의 크기에 관계 
없이 𝑋1 − 𝑋2는 정규분포를 따름

표본분포

두  모집단이  서로  독립이고  각각의  평균이  𝜇1 ,  𝜇2 분산이  𝜎1
2 ,  𝜎2

2 일  때 , 각 

모집단으로부터 추출된 크기 𝑛1, 𝑛2 인 두 표본의 표본평균 차이 𝑋1 − 𝑋2의 분포는 

근사적으로 평균이 𝜇𝑋1−𝑋2
= 𝜇1 − 𝜇2이고, 분산이 𝜎𝑋1−𝑋2

2 =
𝜎1

2

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2
인 정규분포를 따름

𝑍 =
𝑋1 − 𝑋2 − 𝜇1 − 𝜇2

Τ𝜎1
2 𝑛1 + Τ𝜎2

2 𝑛2

는 근사적으로 표준정규분포를 따름



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 23

• 두 표본평균 차이의 분포 (2/2)

• 예제 8.6

표본분포

A, B 두 회사에서 텔레비전 브라운관을 생산하고 있다. A 회사에서 생산되는 

브라운관의 수명은 평균이 6.5년, 표준편차가 0.9년이고, B 회사에서 생산되는 

브라운관의 수명은 평균이 6년, 표준편차가 0.8년이라고 알려져 있다. A 회사에서 

36개의확률표본을 추출하고, B 회사에서는 49개의 확률표본을 추출했을 때, A

회사 제품의 표본평균이 B 회사 제품의 표본평균보다 적어도 1년 이상 길 확률을 

구하라.

• 풀이

• 두 표본평균 차이의 분포 정리에 의하면 𝑋𝐴 − 𝑋𝐵 의 분포는 다음 그림 4와 같음

• 근사적으로 평균이 𝜇𝑋𝐴−𝑋𝐵
= 6.5 − 6.0 = 0.5이고, 표준편차가 

𝜎𝑋𝐴−𝑋𝐵
=

0.81

36
+

0.64

49
= 0.189인 정규분포를 따름

• 𝑥𝐴 − 𝑥𝐵 = 1.0에 대응하는 𝑧값

• 𝑧 =
1.0−0.5

0.189
= 2.65

• P 𝑋𝐴 − 𝑋𝐵 > 1.0 = 𝑃 𝑍 > 2.65 = 1 − 𝑃 𝑍 ≤ 2.65
= 1 − 0.9960 = 0.0040

∴ 0.0040 <그림 4> 예제 8.6 그림
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• 표본분산의 분포 (1/3)

• 필요성

• 모집단에서 표본 추출 시, 해당 표본의 분산 𝑆2이 모집단 
𝜎2과의 관계를 파악함으로써 표본을 통해 모집단에 대한 
정보 파악

• 특징
• 자유도 𝑣 = 𝑛 − 1인 카이제곱분포를 따름

표본분포

분산이 𝜎2인 정규모집단으로부터 크기 𝑛의 표본을 추출하였을 때, 표본분산을 𝑆2이라 

하면 통계랑

χ2 =
𝑛 − 1 𝑆2

𝜎2 = ෍

𝑖=1

𝑛
𝑋𝑖 − ത𝑋 2

𝜎2

은 자유도 𝑣 = 𝑛 − 1인 카이제곱분포를 따름
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• 표본분산의 분포 (2/3)

• 증명

• 평균이 𝜇이고 분산이 𝜎2인 정규모집단으로부터 크기 𝑛의 
표본을 추출하였을 때, 표본분산의 통계량 𝑆2의 값을 얻기 
위해 표본분산 𝑠2을 계산
• σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2 = σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋 + ത𝑋 − 𝜇 2 = σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋 2 +
σ𝑖=1

𝑛 ത𝑋 − 𝜇 2 + 2 ത𝑋 − 𝜇 σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋 = σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋 2 + 𝑛 ത𝑋 − 𝜇 2

• 양변을 𝜎2으로 나누고, σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋

2
를 𝑛 − 1 𝑆2로 치환 시,

•
1

𝜎2
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2 =
𝑛−1 𝑆2

𝜎2 +
𝑋𝑖−𝜇 2

Τ𝜎2 𝑛

•
1

𝜎2
σ𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2는 자유도가 𝑛인 카이제곱분포를 따르고,
𝑋𝑖−𝜇 2

Τ𝜎2 𝑛

또한 자유도가 1인 카이제곱분포를 따름

표본분포



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 26

• 표본분산의 분포 (3/3)

• 예제 8.7

표본분포

어떤 자동차배터리 제조업자는 자기회사에서 제조한 배터리의 수명이 평균은 3년,

표준편차는 1년이라고 주장하고 있다. 이 회사에서 제조된 5개의 배터리를 임의로 

추출하여 시험한 결과 그 수명이 각각 1.9년, 2.4년, 3.0년, 3.5년, 4.2년이었다. 이 

결과를 가지고 제조업자가 주장하는 표준편차가 1년이라는 것을 믿을 수 있는가를 

보여라. 배터리의 수명은 정규분포를 따른다고 가정하자.

• 풀이

• 먼저 5개의 배터리의 표본분산 계산

• 𝑠2 =
5 48.26 − 15 2

5 4
= 0.815

• 따라서 χ2 =
4 0.815

1
= 3.26이 되고, 이는 자유도 4인 카이제곱분포를 따르는 값이 됨

• 자유도 4인 경우 χ2 값의 0.484와 11.143 사이에 오게 되므로, 𝜎2 = 1로 하여 계산된 

χ2의 값 3.26으로 미루어 볼 때 표준편차가 1년이라는 제조업자의 주장은 합당하다고 

할 수 있음
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• 확률표본

• 대표적 통계량

• 표본분포

• 𝑡 분포

• 𝐹 분포

• 분위수와 확률 그림

목 차
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• 𝑡 분포 (1/7)

• 정의
• 표준정규분포 확률변수 𝑍와 자유도 𝑣인 카이제곱확률변수 

𝑉에 대해 𝑇 =
𝑍

Τ𝑉 𝑣
가 가지는 분포

• 𝑍 =
ത𝑋−𝜇

Τ𝜎 𝑛
, 𝑉 =

𝑛−1 𝑆2

𝜎2

• 필요성
• 모집단의 분산에 대해 알려지지 않았을 때, 표본을 통해 

모평균을 추정하고자 할 때 사용
• 모집단의 분산을 알 경우, 표준정규분포를 사용

• 모집단의 분산을 모를 경우, 𝑡 분포 사용

𝑡 분포
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• 𝑡 분포 (2/7)

• 정리

• 따름 정리 8.1

𝑡 분포

𝑍와 𝑉가 각각 표준정규확률변수와 자유도 𝑣인 카이제곱확률변수이고, 𝑍와 𝑉가 서로 

독립일 경우,

𝑇 =
𝑍

Τ𝑉 𝑣
의 확률밀도함수는 

ℎ 𝑡 =
Г Τ𝑣 + 1 2

Г Τ𝑣 2 𝜋𝑣
1 +

𝑡2

𝑣

− Τ𝑣+1 2

, −∞ < 𝑡 < ∞

가 되고, 이는 자유도 𝑣인 𝑡 분포를 따름

𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛이 모두 평균이 𝜇이고 표준편차가 𝜎인 정규분포를 따르고 서로 독립인 확률

변수일 때, 확률변수 𝑇 =
ത𝑋−𝜇

Τ𝑆 𝑛
는 자유도 𝑣 = 𝑛 − 1인 𝑡 분포를 따름.

단,

ത𝑋 =
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 , 𝑆2 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 − ത𝑋 2
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• 𝑡 분포 (3/7)

• 특징
• 표준정규분포와 같이 원점을 중심으로 대칭

• 양쪽 면적이 각각 가 되는 점을 𝑡𝛼, 𝑡1−𝛼 로 나타냄

• 자유도 𝑣가 커질수록 표준정규분포에 접근
• 𝑣 ≤ 30, 표준정규분포보다 낮고 완만

• 𝑣 > 30, 표준정규분포와 유사

𝑡 분포

<그림 5> 𝑡 분포의 대칭성 <그림 6> 자유도에 따른 𝑡 분포
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• 𝑡 분포 (4/7)

• 예제 8.8

𝑡 분포

자유도 14인 𝑡 분포에서 왼쪽 면적이 0.025가 되는 𝑡 값을 구하라.

• 풀이

• 𝑣 = 14를 𝑡 분포 수식에 대입

•
Г Τ15 2

Г 7 14𝜋
=

13

2
! ×

1

6!× 14𝜋
× 1 +

𝑡2

14

Τ−15 2

= 0.025

• 𝑡0.025 = 2.145
• 구하고자 하는 값은 왼쪽 면적이 0.025가 되는 𝑡 값이므로 대칭 이용

• 𝑡0.975 = −𝑡0.025 = −2.145

<그림 7> 예제 8.8 그림
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• 𝑡 분포 (5/7)

• 예제 8.9

𝑡 분포

𝑃(−𝑡0.025 < 𝑇 < 𝑡0.05)를 구하라.

• 풀이

• 𝑡0.05는 𝑡 분포곡선에서 오른쪽 면적이 0.05이고, −𝑡0.025는 왼쪽 면적이 0.025 이므로 

나머지 면적은 1 − 0.05 − 0.025 = 0.925
• 따라서 𝑃 −𝑡0.025 < 𝑇 < 𝑡0.05 = 0.925
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• 𝑡 분포 (6/7)

• 예제 8.10

𝑡 분포

정규모집단에서  15개의  표본을  추출했을  때 , 𝑃(𝑘 < 𝑇 < −1.761) = 0.045를

만족하는 𝑘 값을 구하라. 자유도는 14라고 가정한다.

• 풀이

• 자유도 14인 𝑡 분포에서 1.761은 𝑡0.05에 대응

• −𝑡0.05 = −1.761이므로, 𝑘 = −𝑡𝛼 라고 할 때, 0.045 = 0.05 − 𝛼 이므로 α = 0.005
• 따라서, 자유도 14일 때 이를 만족하는 𝑘 값은 𝑘 = −𝑡0.005 = −2.977이 되고, 

𝑃(𝑘 < 𝑇 < −1.761) = 0.045이 됨

𝜈값
α값

0.40 0.20 0.15 0.05 0.025

11 0.260 0.876 1.088 1.796 2.201

12 0.259 0.873 1.083 1.782 2.179

13 0.259 0.870 1.079 1.771 2.160

14 0.258 0.868 1.076 1.761 2.145

15 0.258 0.866 1.074 1.753 2.131
<그림 8> 예제 8.9 그림
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• 𝑡 분포 (7/7)

• 예제 8.11

𝑡 분포

어떤 화공기사는 어느 배치공정의 수율이 원재료의 리터당 500g이라고 주장하고 

있다. 그는 이를 입증하기 위해 매월 25개의 배치를 추출하여 시험을 하였다.

시험결과 계산된 𝑡 값이 – 𝑡0.05와 𝑡0.05 사이에 있으면 그의 주장이 타당성이 

있다고 하기로 한다. 25개 배치의 시험결과 표본평균이 518g이고 표준편차는 

40g이었다면 어떤 결론을 낼 수 있겠는가? 단, 모집단은 근사적으로 정규분포를 

따른다고 가정하라.

• 풀이

• 시험결과를 가지고 𝑡 값 계산

• 𝑡 =
518−500

Τ40 5
= 2.25

• 자유도가 24일 때 𝑡0.05 = 1.711
• 계산된 𝑡 값이 𝑡0.05보다 크므로 

실제의 수율은 500g보다 크다고 

할 수 있음

𝜈값
α값

0.40 0.20 0.15 0.05 0.025

21 0.257 0.859 1.063 1.721 2.080

22 0.256 0.858 1.061 1.717 2.074

23 0.256 0.858 1.060 1.714 2.069

24 0.256 0.857 1.059 1.711 2.064

25 0.256 0.856 1.058 1.708 2.060
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• 확률표본

• 대표적 통계량

• 표본분포

• 𝑡 분포

• 𝐹 분포

• 분위수와 확률 그림

목 차
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• 𝐹 분포 (1/5)

• 정의

• 두 개의 서로 독립적인 카이제곱변수의 비율 𝐹 =
Τ𝑈 𝑣1

Τ𝑉 𝑣2
가 

가지는 분포
• 𝑈와 𝑉는 서로 독립, 각각 자유도가 𝑣1, 𝑣2인 카이제곱확률변수

• 필요성
• 카이제곱변수의 비율을 통해 두가지 이상의 표본집단의 

분산을 비교하거나 모집단의 분산을 추정할 때 사용
• 두 가지 이상의 표본평균들이 동일한 모평균을 가진 집단에서 

추출되었는지 아닌지를 판단

𝐹 분포
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• 𝐹 분포 (2/5)

• 정리

𝐹 분포

확률변수 𝑈와 𝑉는 각각 자유도 𝑣1, 𝑣2를 가지는 카이제곱분포를 따를 때,

𝐹 =
Τ𝑈 𝑣1

Τ𝑉 𝑣2

의 확률밀도함수는 

ℎ 𝑓 = 𝑓 𝑥 = ൞

Г Τ𝑣1 + 𝑣2 2 Τ𝑣1 𝑣2
Τ𝑣1 2

Г( Τ𝑣1 2)Г( Τ𝑣2 2)

𝑓 Τ𝑣1 2 −1

Τ1 + 𝑣1𝑓 𝑣2
𝑣1+𝑣2 /2

, 𝑓 > 0

0, 𝑓 ≤ 0

이 되고, 이는 자유도 𝑣1, 𝑣2인 𝐹 분포를 따름

<그림 9> 전형적인 𝐹 분포
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• 𝐹 분포 (3/5)

• 특징 (1/3)
• 두 자유도 𝑣1, 𝑣2에 따라 분포곡선의 형태 결정

• 분자의 자유도 𝑣1, 분모에 자유도 𝑣2 순서로 표기
• 𝑣1은 분자에 있는 카이제곱확률변수 𝑈의 자유도

• 𝑣2는 분모에 있는 카이제곱확률변수 𝑉의 자유도

𝐹 분포

<그림 9> 전형적인 𝐹 분포
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• 𝐹 분포 (4/5)

• 특징 (2/3)
• 특정 면적의 값을 알고 있을 경우, 분자와 분모의 자유도를 

바꾼 뒤 역수를 취해 반대쪽 면적의 값 계산 가능
• 자유도 𝑣1, 𝑣2에서 𝑓𝛼 값을 𝑓𝛼(𝑣1, 𝑣2)로 나타낼 때, 

𝑓 1−𝛼 𝑣1, 𝑣2 =
1

𝑓𝛼 𝑣2,𝑣1

𝐹 분포

<그림 10> 𝐹 분포의 역수 관계 
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• 𝐹 분포 (5/5)

• 특징 (3/3)

• 모분산이 각각 𝜎1
2, 𝜎2

2인 두 정규모집단에서 크기 𝑛1, 𝑛2인 
표본 추출
• 두 집단의 실제 분산이 같은지 판별하는 데 활용

• 각 표본분산을 이용해 카이제곱확률변수 계산
• 자유도: 𝑣1 = 𝑛1 − 1, 𝑣2 = 𝑛2 − 1

• 𝜒1
2 =

𝑛1−1 𝑆1
2

𝜎1
2 , 𝜒2

2 =
𝑛2−1 𝑆2

2

𝜎2
2

• 𝜒1
2 = 𝑈,  𝜒2

2 = 𝑉로 치환하여 정리

• 𝐹 =
𝑆1

2/𝜎1
2

𝑆2
2/𝜎2

2 =
𝜎2

2𝑆1
2

𝜎1
2𝑆2

2

𝐹 분포
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• 확률표본

• 대표적 통계량

• 표본분포

• 𝑡 분포

• 𝐹 분포

• 분위수와 확률 그림

목 차
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• 분위수(Quantile) 

• 정의

• 자료값 중에서 𝑞(𝑓)보다 작거나 같은 자료값이 차지하는 
비율이 𝑓가 되는 값

• 특징
• 확률분포에서 확률변수의 구간을 나누는 기준이 되는 수

• 𝑓는 0과 1사이의 값
• 𝑞(0.5) 는 자료의 중간값인 표본중앙값

• 𝑞(0.25)는 하위 25% 지점의 값인 하위사분위수

• 필요성
• 정규분포 크기를 벗어나거나, 산포가 큰 상황에서 분위수가 

대푯값으로 사용

분위수와 확률 그림
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• 분위수그림(Quantile Plot) (1/3)

• 정의
• 데이터를 크기순으로 정렬하고, 각 데이터값을 해당 누적 

비율에 대응시켜 나타낸 그림

• 필요성
• 데이터가 어느 구간에 집중되어 있는지 파악

• 데이터의 치우침과 값의 변화 양상 확인

• 데이터의 분포 특성과 집단 간 차이 비교

분위수와 확률 그림
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• 분위수그림(Quantile Plot) (2/3)

• 특징
• 𝑥축은 누적비율 𝑓, 𝑦축은 정렬된 관측값을 표시

• 데이터를 오름차순으로 정렬 후, 𝑖번째 값에 비율 𝑓𝑖를 
계산하여 표시

• 𝑓𝑖 =
𝑖− Τ3 8

𝑛+ Τ1 4
, 𝑛=조사한 데이터 수, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

• 기본형
𝑖

𝑛+1
을 정규분포에 맞게 보정한 식

•
3

8
은 정규분포에서 𝑖번째 값의 평균 위치를 근사하는 보정값으로 수치적 절충값

•
1

4
는 최솟값과 최댓값에 대응하는 

누적확률이 0.5를 기준으로 
대칭이 되도록 결정

분위수와 확률 그림

<그림 11> 분위수그림
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• 분위수그림(Quantile Plot) (3/3)

• 예시
• 학생 20명의 퀴즈 점수 분위수그림(𝑛 = 20)

• 퀴즈 점수
• 12, 15, 18, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 30, 31, 33, 35, 36, 38, 40, 42, 45, 47, 50

• 계산 예시

• 12점의 경우, 최소값이므로 𝑖 = 1이며, 𝑓1 =
1− Τ3 8

20+ Τ1 4
≈ 0.031

• 50점의 경우, 최댓값이므로 𝑖 = 20이며, 𝑓20 =
20− Τ3 8

20+ Τ1 4
≈ 0.969

분위수와 확률 그림

<그림 11> 분위수그림
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• 정규분위수그림(Normal Quantile-Quantile Plot) (1/3)

• 정의
• 정렬한 관측값을 같은 순위에서 정규분포가 가질 이론적 

분위수와 비교하여 그린 그림

• 필요성
• 데이터가 정규분포를 따르는지 시각적으로 확인

• 정규분포를 가정하는 통계분석의 적용 가능성 판단

분위수와 확률 그림

<그림 12> 정규분위수그림
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• 정규분위수그림(Normal Quantile-Quantile Plot) (2/3)

• 특징
• 𝑥축은 표준정규분위수 𝑞0,1(𝑓𝑖), 𝑦축은 정렬된 관측값 𝑦 𝑖

• 기준선 𝑦 = ҧ𝑥 + 𝑠 ∙ 𝑞
• ҧ𝑥는 관측 데이터의 표본평균, 𝑠는 관측 데이터의 표본표준편차, 

𝑞는 𝑥축 값 𝑞0,1(𝑓)

• 정규분포의 분위수 계산식은 복잡하여 근사식으로 계산
• 𝑞𝜇,𝜎 𝑓 = 𝜇 + 𝜎{4.91 𝑓0.14 − 1 − 𝑓 0.14 }

• 𝑞𝜇,𝜎(𝑓)는 평균이 𝜇, 표준편차가 𝜎인 
정규분포에서 누적확률이 𝑓가 되는 지점

분위수와 확률 그림

<그림 12> 정규분위수그림
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• 정규분위수그림(Normal Quantile-Quantile Plot) (3/3)

• 예시
• 생산 부품 30개의 무게 정규분위수그림 (𝑛 = 30, ҧ𝑥 =

47.95, 𝑠 = 4.18)
• 무게를 오름차순 정렬하여 𝑦 𝑖 로 표시

• 37.4, 40.5, 40.8, 43.3, 43.6, 43.7, 45.1, 45.4, 45.6, 46.9, 47.3, 47.6, 47.7, 
47.8, 48.7, 48.9, 49.1, 49.8, 49.9, 50.0, 50.3, 50.5, 50.6, 50.7, 51.4, 51.5, 
51.8, 52.5, 53.5, 56.7

• 각 𝑓𝑖에 대응하는 𝑞0,1 𝑓𝑖 를 
𝑥축으로 사용

분위수와 확률 그림

<그림 12> 정규분위수그림
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• 정규확률그림(Normal Probability Plot) (1/4)

• 정의
• 정렬한 관측값을 같은 순위의 누적확률과 비교하여 나타낸 

그림

• 필요성
• 정규분포에서 벗어나는 데이터의 패턴 확인

• 분포의 비대칭성이나 꼬리 부분의 특성 파악

• 극단적인 관측값이나 이상값의 가능성 탐색

분위수와 확률 그림

<그림 13> 정규분포를 따르지 않는 정규확률그림 <그림 14> 정규분포를 따르는 정규확률그림
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• 정규확률그림(Normal Probability Plot) (2/4)

• 특징
• 𝑥축은 정렬된 관측값, 𝑦축은 누적확률 𝑓𝑖 %

• 𝑓𝑖 =
𝑖− Τ3 8

𝑛+ Τ1 4
으로 분위수그림과 동일하며 눈금은 𝑞0,1(𝑓𝑖)에 배치

• 기준선은 표본평균과 표본표준편차를 이용해 계산한 
정규분포의 이론적 분위수를 나타내는 직선
• 𝑦 = ҧ𝑥 + 𝑠 ∙ 𝑧

• ҧ𝑥는 표본평균, 𝑠는 표본표준편차,𝑧는 표준정규 이론분위수

분위수와 확률 그림

<그림 13> 정규분포를 따르지 않는 정규확률그림 <그림 14> 정규분포를 따르는 정규확률그림
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• 정규확률그림(Normal Probability Plot) (3/4)

• 예시 – 정규분포를 따르지 않는 경우
• 고객 30명의 대기시간 정규확률그림 (𝑛 = 30) 

• 대기시간 
• 0.0, 0.1, 0.3, 0.4, 1.0, 1.1, 1.5, 1.6, 1.8, 2.4, 2.6, 2.7, 2.7, 2.8, 2.9, 3.6, 3.7, 

3.9, 4.5, 4.5, 4.5, 5.2, 5.4, 5.9, 6.1, 9.4, 11.0, 14.1, 15.7, 16.9

• 계산 예시 
• 0.0분의 경우 최솟값이므로, 

𝑖 = 1이며, 𝑓1 =
1−

3

8

30+
1

4

≈ 0.021

• 16.9분의 경우 최댓값이므로, 

𝑖 = 30이며, 𝑓30 =
30−

3

8

30+
1

4

≈ 0.979

• 해석 
• 상단 점들이 기준선 오른쪽으로 벗어나므로 

오른쪽 꼬리가 긴 비대칭 분포

분위수와 확률 그림

<그림 13> 정규분포를 따르지 않는 정규확률그림
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• 정규확률그림(Normal Probability Plot) (4/4)

• 예시 – 정규분포를 따르는 경우
• 생산 부품 30개의 무게 정규확률그림 (𝑛 = 30) 

• 무게
• 37.4, 40.5, 40.8, 43.3, 43.6, 43.7, 45.1, 45.4, 45.6, 46.9, 47.3, 47.6, 47.7, 

47.8, 48.7, 48.9, 49.1, 49.8, 49.9, 50.0, 50.3, 50.5, 50.6, 50.7, 51.4, 51.5, 
51.8, 52.5, 53.5, 56.7

• 계산 예시 
• 37.4g의 경우 최솟값이므로, 

𝑖 = 1이며, 𝑓1 =
1−

3

8

30+
1

4

≈ 0.021

• 56.7g의 경우 최댓값이므로, 

𝑖 = 30이며, 𝑓30 =
30−

3

8

30+
1

4

≈ 0.979

• 해석 
• 대부분의 점이 기준선 근처에 위치하므로 

정규분포와 부합

분위수와 확률 그림

<그림 14> 정규분포를 따르는 정규확률그림
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Thanks!
서 진 우(jinwoo@pel.sejong.ac.kr)

mailto:jinwoo@pel.sejong.ac.kr
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• 표준정규분포표 (1/2)

부록#1
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• 표준정규분포표 (2/2)

부록#1
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• 카이제곱분포표 (1/2)

부록#2
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• 카이제곱분포표 (2/2)

부록#2
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• 그래프 코드

• <그림 1> 중심극한정리 예시

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. # 모집단: 지수분포(평균 mu) -> 표본평균은 Gamma(n, mu/n)

5. mu = 1.0

6. x = np.linspace(0.001, 2.4, 1000)

7. def xbar_pdf(n):

8. # Gamma(shape=n, scale=mu/n) pdf, 로그 공간에서 
계산 (n 커도 overflow 없음)

9. rate = n / mu

10. log_pdf = n * np.log(rate) + (n - 1) * np.log(x) 
- rate * x - math.lgamma(n)

11. return np.exp(log_pdf)

12. color = "green"

13. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 4))

14. ax.plot(x, xbar_pdf(1),  color=color, lw=1.2)   # n 
= 1 (population)

15. ax.plot(x, xbar_pdf(10), color=color, lw=1.2)   # 
small to moderate n

16. ax.plot(x, xbar_pdf(50), color=color, lw=1.2)   # 
large n

17. # mu 위치 점선

18. ax.vlines(mu, 0, xbar_pdf(50).max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

19. # 라벨

20. ax.text(0.0, 0.95, r"$n = 1$ (population)", 
fontsize=10, va="bottom")

21. ax.text(1.38, 0.45, r"Small to moderate $n$", 
fontsize=10)

22. ax.text(1.08, 2.65, r"Large $n$ (near normal)", 
fontsize=10)

23. # 축 스타일

24. ax.spines["top"].set_visible(False)

25. ax.spines["right"].set_visible(False)

26. ax.set_yticks([])

27. ax.set_xticks([mu])

28. ax.set_xticklabels([r"$\mu$"], fontsize=12)

29. ax.set_xlim(0, 2.4)

30. ax.set_ylim(0, 3.1)

31. plt.tight_layout()

32. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 2> 예제 8.4 그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. # 표본평균 분포: N(800, 10^2)

4. mu, sigma = 800, 10

5. x = np.linspace(769, 831, 1000)

6. pdf = np.exp(-0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2) / 
(sigma * np.sqrt(2 * np.pi))

7. color = "green"

8. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 3.6))

9. ax.plot(x, pdf, color=color, lw=1.2)

10. # 775 왼쪽 꼬리 영역

11. tail = x <= 775

12. ax.fill_between(x[tail], pdf[tail], color=color, 
alpha=0.3)

13. ax.vlines(775, 0, pdf[tail][-1], colors=color, lw=1)

14. # 평균 위치 점선

15. ax.vlines(mu, 0, pdf.max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

16. # 라벨

17. ax.text(808, pdf.max() * 0.82, 
r"$\sigma_{\overline{x}} = 10$", fontsize=11)

18. ax.text(831.5, 0, r"$\overline{x}$", fontsize=12, 
va="center")

19. # 축 스타일: x축 선만 남김

20. for s in ["top", "right", "left"]:

21. ax.spines[s].set_visible(False)

22. ax.set_yticks([])

23. ax.set_xticks([775, 800])

24. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=11)

25. ax.set_xlim(769, 831)

26. ax.set_ylim(0, pdf.max() * 1.05)

27. plt.tight_layout()

28. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 3> 예제 8.5 그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. # 표본평균 분포: N(28, (5/sqrt(40))^2)

4. mu = 28.0

5. sigma = 5 / np.sqrt(40)          # ≈ 0.79

6. x = np.linspace(25.0, 31.0, 1000)

7. pdf = np.exp(-0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2) / 
(sigma * np.sqrt(2 * np.pi))

8. color = "green"

9. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 3.6))

10. ax.plot(x, pdf, color=color, lw=1.2)

11. # 평균 위치 점선

12. ax.vlines(mu, 0, pdf.max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

13. # x축 끝 라벨

14. ax.text(31.1, 0, r"$\overline{x}$", fontsize=12, 
va="center")

15. # 축 스타일: x축 선만 남김

16. for s in ["top", "right", "left"]:

17. ax.spines[s].set_visible(False)

18. ax.set_yticks([])

19. ax.set_xticks([28.0, 30.5])

20. ax.set_xticklabels(["28.0", "30.5"])

21. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=11)

22. ax.set_xlim(25.0, 31.0)

23. ax.set_ylim(0, pdf.max() * 1.05)

24. plt.tight_layout()

25. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 4> 예제 8.6 그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. # 두 표본평균 차의 분포: N(0.5, 0.189^2)

4. mu, sigma = 0.5, 0.189

5. x = np.linspace(-0.21, 1.15, 1000)

6. pdf = np.exp(-0.5 * ((x - mu) / sigma) ** 2) / 
(sigma * np.sqrt(2 * np.pi))

7. color = "green"

8. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 3.6))

9. ax.plot(x, pdf, color=color, lw=1.2)

10. # 평균 위치 점선

11. ax.vlines(mu, 0, pdf.max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

12. # 라벨

13. ax.text(0.66, pdf.max() * 0.8,

14. r"$\sigma_{\overline{x}_1 - \overline{x}_2} 
= 0.189$", fontsize=11)

15. ax.text(1.17, 0, r"$\overline{x}_1 -
\overline{x}_2$", fontsize=12, va="center")

16. # 축 스타일: x축 선만 남김

17. for s in ["top", "right", "left"]:

18. ax.spines[s].set_visible(False)

19. ax.set_yticks([])

20. ax.set_xticks([0.5, 1.0])

21. ax.set_xticklabels(["0.5", "1.0"])

22. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=11)

23. ax.set_xlim(-0.21, 1.15)

24. ax.set_ylim(0, pdf.max() * 1.05)

25. # 1.0 오른쪽 꼬리 영역

26. tail = x >= 1.0

27. ax.fill_between(x[tail], pdf[tail], color=color, 
alpha=0.3)

28. ax.vlines(1.0, 0, pdf[tail][0], colors=color, lw=1)

29. plt.tight_layout()

30. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 5> 𝑡 분포의 대칭성

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. def t_pdf(x, v):

5. c = math.lgamma((v + 1) / 2) - math.lgamma(v / 2) 
- 0.5 * math.log(v * math.pi)

6. return np.exp(c - (v + 1) / 2 * np.log1p(x**2 / 
v))

7. v = 5            # 자유도

8. t_a = 1.75       # t_alpha 위치 (그림용)

9. x = np.linspace(-3, 3, 1000)

10. pdf = t_pdf(x, v)

11. color = "green"

12. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 3.6))

13. ax.plot(x, pdf, color=color, lw=1.2)

14. # 양쪽 꼬리 영역

15. for mask, edge in [(x <= -t_a, -t_a), (x >= t_a, 
t_a)]:

16. ax.fill_between(x[mask], pdf[mask], color=color, 
alpha=0.3)

17. ax.vlines(edge, 0, t_pdf(np.array(edge), v), 
colors=color, lw=1)

18. # 0 위치 점선

19. ax.vlines(0, 0, pdf.max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

20. # 라벨

21. ax.text(3.08, 0, r"$t$", fontsize=12, va="center")

22. for s in ["top", "right", "left"]:

23. ax.spines[s].set_visible(False)

24. ax.set_yticks([])

25. ax.set_xticks([-t_a, 0, t_a])

26. ax.set_xticklabels([r"$t_{1-\alpha} = -t_{\alpha}$", 
"0", r"$t_{\alpha}$"])

27. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=11)

28. ax.set_xlim(-3, 3)

29. ax.set_ylim(0, pdf.max() * 1.05)

30. plt.tight_layout()

31. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 6> 자유도에 따른 𝑡 분포

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. def t_pdf(x, v):

5. c = math.lgamma((v + 1) / 2) - math.lgamma(v / 2) 
- 0.5 * math.log(v * math.pi)

6. return np.exp(c - (v + 1) / 2 * np.log1p(x**2 / 
v))

7. def norm_pdf(x):

8. return np.exp(-0.5 * x**2) / np.sqrt(2 * np.pi)

9. x = np.linspace(-2.4, 2.4, 1000)

10. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 4))

11. ax.plot(x, norm_pdf(x), color="green", lw=1.2)   # v 
= inf (표준정규)

12. ax.plot(x, t_pdf(x, 5), color="black", lw=1.2)   # v 
= 5

13. ax.plot(x, t_pdf(x, 2), color="green", lw=1.2)   # v 
= 2

14. # 라벨: 곡선 밖에 두고 선으로 연결

15. arrow = dict(arrowstyle="-", lw=0.6)

16. ax.annotate(r"$v = \infty$", xy=(0.25, 
norm_pdf(0.25)), xytext=(0.75, 0.43),

17. color="green", fontsize=10, 
arrowprops={**arrow, "color": "green"})

18. ax.annotate(r"$v = 5$", xy=(0.45, t_pdf(0.45, 5)), 
xytext=(0.95, 0.395),

19. color="black", fontsize=10, 
arrowprops={**arrow, "color": "black"})

20. ax.annotate(r"$v = 2$", xy=(0.65, t_pdf(0.65, 2)), 
xytext=(1.15, 0.36),

21. color="green", fontsize=10, 
arrowprops={**arrow, "color": "green"})

22. for s in ["top", "right", "left"]:

23. ax.spines[s].set_visible(False)

24. ax.set_yticks([])

25. ax.set_xticks([-2, -1, 0, 1, 2])

26. ax.set_xlim(-2.4, 2.4)

27. ax.set_ylim(0, 0.46)

28. plt.tight_layout()

29. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 7> 예제 8.8 그림 (1/2)

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. def t_pdf(x, v):

5. c = math.lgamma((v + 1) / 2) - math.lgamma(v / 2) 
- 0.5 * math.log(v * math.pi)

6. return np.exp(c - (v + 1) / 2 * np.log1p(x**2 / 
v))

7. v = 14

8. t_a = 2.145      # t_0.025 (v=14)

9. x = np.linspace(-4, 4, 1000)

10. pdf = t_pdf(x, v)

11. color = "green"

12. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 3.6))

13. ax.plot(x, pdf, color=color, lw=1.2)

14. # 왼쪽 꼬리: 구하는 영역 (진하게)

15. left = x <= -t_a

16. ax.fill_between(x[left], pdf[left], color=color, 
alpha=0.45)

17. ax.vlines(-t_a, 0, t_pdf(np.array(-t_a), v), 
colors=color, lw=1)

18. # 오른쪽 꼬리: 대칭 참고용 (연하게)

19. right = x >= t_a

20. ax.fill_between(x[right], pdf[right], color=color, 
alpha=0.15)

21. ax.vlines(t_a, 0, t_pdf(np.array(t_a), v), 
colors=color, lw=1, linestyles="--")

22. # 0 위치 점선

23. ax.vlines(0, 0, pdf.max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

24. # 면적 라벨 + 화살표

25. ax.annotate("0.025", xy=(-2.6, 0.012), xytext=(-3.6, 
0.12),

26. fontsize=11, 
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=0.8))

27. ax.annotate("0.025", xy=(2.6, 0.012), xytext=(3.0, 
0.12),

28. fontsize=11, color="gray", 
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=0.8, 
color="gray"))

29. ax.text(2.1, pdf.max() * 0.8, r"$v = 14$", 
fontsize=11)

30. ax.text(4.08, 0, r"$t$", fontsize=12, va="center")
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• 그래프 코드

• <그림 7> 예제 8.8 그림 (2/2)

부록#3

31. for s in ["top", "right", "left"]:

32. ax.spines[s].set_visible(False)

33. ax.set_yticks([])

34. ax.set_xticks([-t_a, 0, t_a])

35. ax.set_xticklabels([r"$t_{0.975} = -2.145$", "0", 
r"$t_{0.025} = 2.145$"])

36. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=10)

37. ax.set_xlim(-4, 4)

38. ax.set_ylim(0, pdf.max() * 1.05)

39. plt.tight_layout()

40. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 8> 예제 8.9 그림

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. def t_pdf(x, v):

5. c = math.lgamma((v + 1) / 2) - math.lgamma(v / 2) 
- 0.5 * math.log(v * math.pi)

6. return np.exp(c - (v + 1) / 2 * np.log1p(x**2 / 
v))

7. v = 14

8. k = -2.977       # -t_0.005 (v=14)

9. b = -1.761       # -t_0.05  (v=14)

10. x = np.linspace(-3.05, 3.0, 1000)

11. pdf = t_pdf(x, v)

12. color = "green"

13. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 3.6))

14. ax.plot(x, pdf, color=color, lw=1.2)

15. # k ~ -t_0.05 사이 영역 (면적 0.045)

16. mask = (x >= k) & (x <= b)

17. ax.fill_between(x[mask], pdf[mask], color=color, 
alpha=0.3)

18. ax.vlines(b, 0, t_pdf(np.array(b), v), colors=color, 
lw=1)

19. ax.vlines(k, 0, t_pdf(np.array(k), v), colors=color, 
lw=1)

20. # 0 위치 점선

21. ax.vlines(0, 0, pdf.max(), colors="black", 
linestyles="--", lw=1)

22. # 라벨

23. ax.text(-2.5, 0.008, "0.045", fontsize=10)

24. ax.text(3.08, 0, r"$t$", fontsize=12, va="center")

25. for s in ["top", "right", "left"]:

26. ax.spines[s].set_visible(False)

27. ax.set_yticks([])

28. ax.set_xticks([k, b, 0])

29. ax.set_xticklabels([r"$k$", r"$-t_{0.05}$", "0"])

30. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=11)

31. ax.set_xlim(-3.05, 3.0)

32. ax.set_ylim(0, pdf.max() * 1.05)

33. plt.tight_layout()

34. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 9> 전형적인 𝐹 분포

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. def f_pdf(x, d1, d2):

5. c = (math.lgamma((d1 + d2) / 2) - math.lgamma(d1 
/ 2) - math.lgamma(d2 / 2)

6. + (d1 / 2) * math.log(d1 / d2))

7. return np.exp(c + (d1 / 2 - 1) * np.log(x) - (d1 
+ d2) / 2 * np.log1p(d1 * x / d2))

8. x = np.linspace(1e-4, 3.2, 1000)

9. y1 = f_pdf(x, 10, 30)

10. y2 = f_pdf(x, 6, 10)

11. fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 4))

12. ax.plot(x, y1, color="green", lw=1.2)   # d.f. = (10, 
30)

13. ax.plot(x, y2, color="black", lw=1.2)   # d.f. = (6, 
10)

14. # 라벨

15. ax.text(1.15, y1.max() * 0.9, "d.f. = (10, 30)", 
color="green", fontsize=10)

16. ax.text(0.55, y1.max() * 0.4, "d.f. = (6, 10)", 
color="black", fontsize=10)

17. ax.text(3.25, 0, r"$f$", fontsize=12, va="center")

18. # 축 스타일: 왼쪽, 아래 축만

19. ax.spines["top"].set_visible(False)

20. ax.spines["right"].set_visible(False)

21. ax.set_yticks([])

22. ax.set_xticks([0])

23. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=11)

24. ax.set_xlim(0, 3.2)

25. ax.set_ylim(0, y1.max() * 1.05)

26. plt.tight_layout()

27. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 10> 𝐹 분포의 역수 관계 (1/2)

부록#3

1. import math

2. import numpy as np

3. import matplotlib.pyplot as plt

4. def f_pdf(x, d1, d2):

5. c = (math.lgamma((d1 + d2) / 2) - math.lgamma(d1 
/ 2) - math.lgamma(d2 / 2)

6. + (d1 / 2) * math.log(d1 / d2))

7. return np.exp(c + (d1 / 2 - 1) * np.log(x) - (d1 
+ d2) / 2 * np.log1p(d1 * x / d2))

8. def f_upper(alpha, d1, d2):

9. """오른쪽 면적이 alpha인 f_alpha(d1, d2) 
(수치적분)"""

10. g = np.logspace(-6, 6, 400000)

11. p = f_pdf(g, d1, d2)

12. cdf = np.concatenate([[0], np.cumsum((p[1:] + 
p[:-1]) / 2 * np.diff(g))])

13. return np.interp(1 - alpha, cdf, g)

14. v1, v2 = 6, 10

15. lo = 1 / f_upper(0.05, v2, v1)    # f_0.95(6,10) = 1 
/ f_0.05(10,6) = 0.246

16. hi = f_upper(0.05, v1, v2)        # f_0.05(6,10) = 
3.22

17. x = np.linspace(1e-4, 4.5, 1500)

18. y = f_pdf(x, v1, v2)

19. color = "green"

20. fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 4))

21. ax.plot(x, y, color=color, lw=1.3)

22. # 양쪽 꼬리 (각각 면적 0.05)

23. for mask, edge in [(x <= lo, lo), (x >= hi, hi)]:

24. ax.fill_between(x[mask], y[mask], color=color, 
alpha=0.35)

25. ax.vlines(edge, 0, f_pdf(np.array(edge), v1, v2), 
colors=color, lw=1)

26. # 면적 라벨

27. ax.annotate("0.05", xy=(lo * 0.6, 0.03), 
xytext=(0.45, 0.35),

28. fontsize=11, 
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=0.8))

29. ax.annotate("0.05", xy=(hi + 0.3, 0.01), xytext=(hi 
+ 0.1, 0.15),

30. fontsize=11, 
arrowprops=dict(arrowstyle="->", lw=0.8))
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• 그래프 코드

• <그림 10> 𝐹 분포의 역수 관계 (2/2)

부록#3

31. # 관계식

32. ax.text(4.4, y.max() * 0.95,

33. r"$f_{0.95}(6, 10) = \dfrac{1}{f_{0.05}(10, 
6)} = \dfrac{1}{4.06} = 0.246$",

34. ha="right", va="top", fontsize=12)

35. ax.text(4.4, y.max() * 0.72, r"$v_1 = 6,\ v_2 = 10$", 
ha="right", va="top", fontsize=11)

36. ax.text(4.58, 0, r"$f$", fontsize=12, va="center")

37. ax.spines["top"].set_visible(False)

38. ax.spines["right"].set_visible(False)

39. ax.set_yticks([])

40. ax.set_xticks([0, lo, hi])

41. ax.set_xticklabels(["0", "\n" + rf"$f_{{0.95}} = 
{lo:.3f}$", rf"$f_{{0.05}} = {hi:.2f}$"])

42. ax.tick_params(axis="x", length=0, labelsize=10)

43. ax.set_xlim(0, 4.5)

44. ax.set_ylim(0, y.max() * 1.08)

45. plt.tight_layout()

46. plt.show()



Jinwoo Seo, Protocol Engineering Lab.이공학도를 위한 확률 및 통계학 70

• 그래프 코드

• <그림 11> 분위수그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. # 예시 데이터

4. data = [12, 15, 18, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 30,

5. 31, 33, 35, 36, 38, 40, 42, 45, 47, 50]

6. # 1. 데이터 오름차순 정렬

7. data = np.sort(data)

8. # 2. 데이터 개수 및 순위

9. n = len(data)

10. i = np.arange(1, n + 1)

11. # 3. 순위에 대응하는 비율 계산

12. f_i = (i - 3/8) / (n + 1/4)

13. # 4. 가로선 형태의 분위수 그림

14. plt.figure(figsize=(8, 5))

15. # 각 데이터값에 짧은 가로선 표시

16. line_width = 0.035

17. plt.hlines(

18. y=data,

19. xmin=f_i - line_width / 2,

20. xmax=f_i + line_width / 2,

21. color="green",

22. linewidth=2

23. )

24. plt.xlabel("f")

25. plt.ylabel("data")

26. plt.xlim(0, 1)

27. plt.grid(axis="y", linestyle="--", alpha=0.3)

28. plt.tight_layout()

29. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 12> 정규분위수그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from statistics import NormalDist

4. # Sample data: 30 observations from N(50, 5^2)

5. rng = np.random.default_rng(7)

6. data = np.sort(rng.normal(50, 5, 30))

7. n = len(data)

8. # Theoretical quantiles: standard normal quantile of 
f_i = (i - 3/8) / (n + 1/4)

9. i = np.arange(1, n + 1)

10. f = (i - 3 / 8) / (n + 1 / 4)

11. q = np.array([NormalDist().inv_cdf(p) for p in f])

12. # Reference line: y = x̄ + s * q

13. xbar, s = data.mean(), data.std(ddof=1)

14. qq = np.array([q.min() - 0.3, q.max() + 0.3])

15. color = "green"

16. fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 5))

17. ax.scatter(q, data, color=color, marker="_", s=200, 
linewidths=2,   # ← 여기만 바뀜

18.            zorder=3, label="Observed data")

19. ax.plot(qq, xbar + s * qq, color="black", lw=1, 
ls="--",

20. label=rf"Reference line $y = \bar{{x}} + 
s\,q$")

21. ax.set_xlabel("Standard normal quantile 
$q_{0,1}(f_i)$")

22. ax.set_ylabel("Observed value $y_{(i)}$")

23. ax.legend(frameon=False)

24. ax.spines["top"].set_visible(False)

25. ax.spines["right"].set_visible(False)

26. plt.tight_layout()

27. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 13> 정규분포를 따르지 않는 정규확률그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from statistics import NormalDist

4. Z = NormalDist()

5. # Not normal: exponential sample (right-skewed)

6. rng = np.random.default_rng(7)

7. data = np.sort(rng.exponential(5, 30))

8. n = len(data)

9. i = np.arange(1, n + 1)

10. f = (i - 3 / 8) / (n + 1 / 4)               # 
cumulative probability

11. z = np.array([Z.inv_cdf(p) for p in f])     # 
plotted on normal scale

12. # reference line: z = (x - xbar) / s

13. xbar, s = data.mean(), data.std(ddof=1)

14. xx = np.array([data.min(), data.max()])

15. fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 5))

16. ax.scatter(data, z, color="green", s=25, zorder=3, 
label="Observed data")

17. ax.plot(xx, (xx - xbar) / s, color="black", lw=1, 
ls="--",

18. label="Normal reference line")

19. # y-axis: normal probability scale (labels in %)

20. probs = [0.01, 0.05, 0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 0.90, 
0.95, 0.99]

21. ax.set_yticks([Z.inv_cdf(p) for p in probs])

22. ax.set_yticklabels([f"{p * 100:g}" for p in probs])

23. ax.set_ylim(Z.inv_cdf(0.005), Z.inv_cdf(0.995))

24. ax.grid(axis="y", lw=0.4, alpha=0.5)

25. ax.set_title("Data not following a normal 
distribution", fontsize=12)

26. ax.set_xlabel("Observed value")

27. ax.set_ylabel("Cumulative probability (%)")

28. ax.legend(frameon=False, loc="upper left")

29. ax.spines["top"].set_visible(False)

30. ax.spines["right"].set_visible(False)

31. plt.tight_layout()

32. plt.show()
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• 그래프 코드

• <그림 14> 정규분포를 따르는 정규확률그림

부록#3

1. import numpy as np

2. import matplotlib.pyplot as plt

3. from statistics import NormalDist

4. Z = NormalDist()

5. # Normal: N(50, 5^2) sample

6. rng = np.random.default_rng(7)

7. data = np.sort(rng.normal(50, 5, 30))

8. n = len(data)

9. i = np.arange(1, n + 1)

10. f = (i - 3 / 8) / (n + 1 / 4)               # 
cumulative probability

11. z = np.array([Z.inv_cdf(p) for p in f])     # 
plotted on normal scale

12. # reference line: z = (x - xbar) / s

13. xbar, s = data.mean(), data.std(ddof=1)

14. xx = np.array([data.min(), data.max()])

15. fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 5))

16. ax.scatter(data, z, color="green", s=25, zorder=3, 
label="Observed data")

17. ax.plot(xx, (xx - xbar) / s, color="black", lw=1, 
ls="--",

18. label="Normal reference line")

19. # y-axis: normal probability scale (labels in %)

20. probs = [0.01, 0.05, 0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 0.90, 
0.95, 0.99]

21. ax.set_yticks([Z.inv_cdf(p) for p in probs])

22. ax.set_yticklabels([f"{p * 100:g}" for p in probs])

23. ax.set_ylim(Z.inv_cdf(0.005), Z.inv_cdf(0.995))

24. ax.grid(axis="y", lw=0.4, alpha=0.5)

25. ax.set_title("Data following a normal distribution", 
fontsize=12)

26. ax.set_xlabel("Observed value")

27. ax.set_ylabel("Cumulative probability (%)")

28. ax.legend(frameon=False, loc="upper left")

29. ax.spines["top"].set_visible(False)

30. ax.spines["right"].set_visible(False)

31. plt.tight_layout()

32. plt.show()
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